TD 6 : Fonctions de la variable réelle

Exercice 1: Pour les fonctions de R dans R suivantes, dire si elles sont ma-
jorées, minorées, bornées ou rien.

1. f:x > sin(z)e”

3 cos(x) + 2sin(x)
1+e”

2. g:x—

Exercice 2: Pour chacun des cas, déterminer ’ensemble de définition
de la fonction g o f.

. frz— 2?2 —20+3etg:x—

NG

2. frx—a?—2et g:x+ In(x)

20+ 1

Exercice 3: Soit [ : x +— .
3x — 2

1. Donner le domaine de définition de f.
2. Justifier que f est une bijection entre deux ensembles a préciser.

3. Calculer f o f et en déduire sa bijection réciproque.
On dit que f est une involution. En connaissez vous d’autres ?

Exercice 4: Soit f : R — R une fonction croissante telle que f o f = id.
Montrer que f(x) = x pour tout x € R.

Exercice 5:

, 1
1. Etudier la fonction f: z — n(x)

2. En déduire les couples d’entiers (a,b) tels que a® = b® et 2 < a < b.

3. Comparer €™ et €.

Exercice 10: On pose f: z —

Exercice 11: Tracer la courbe de la fonction f : x —

T+ A

241

1. Montrer que toutes les tangentes au point d’abscisse x = 0 aux fonctions
/o sont paralleles.

Exercice 6: Pour A € R, on pose fy : z —

2. Observer que toutes les tangentes au point d’abscisse x = 1 sont con-
courantes.

Exercice 7: Apres avoir donné leur ensemble de définition et justifié leur
dérivabilité, calculer les dérivées des fonctions suivantes.

1. f:x~ In(2+ cos(x)) 1+In(1—2x)
4. 1:z— In(In(z))

3. h:zw—
2. g:x%exp(;—%)

zIn(z) -

1
Exercice 8: On veut montrer que Vz € R1\ {1}, — <3
l’ —_—

|

1. Etudier la fonction ¢:x—

— In(x).

2. En déduire I'inégalité demandée.

Exercice 9:

203 + 2 —1

1. Etudier une éventuelle branche infinie de la fonction g:x— 57
x

définie sur R.
2. Déterminer la position de la courbe représentative de g par rapport a
I’asymptote.
e2:):

1+a
Montrer que f est infiniment dérivable sur R\ {—1} et déterminer ses dérivées

successives.

24"

On fera une étude compléte : limites, asymptotes, ...
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TD 6 : Fonctions de la variable réelle

Exercice 12: Justifier 'existence des dérivées partielles des fonctions suiv- 4. Calculer explicitement g(y) pour tout y dans le domaine de définition
antes, et les calculer. de g.
1. f:(z,y) — €”cos(y). 5. Tracer le graphe de g sur son ensemble de définition.

2. g: (t,u) — (2 4+ u?) cos(tu). ,
Exercice 16: On souhaite étudier la fonction f : x — xe=*-1.

3. h: (R, V)~ V1+ R2V2.
1. Donner son ensemble de définition.

; : . /2
Exercice 13: Notons f: z — In(z + va? —1). 2. Montrer que f est dérivable sur D; et calculer sa dérivée.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de f. 3. Montrer que, pour tout réel z
* ? Y

2. Montrer que f est strictement croissante sans utiliser sa dérivée. 0 922 _op 41— (xg 1=V + 1) (mQ C (4B + 1) .

3. Justifier que f réalise une bijection de D sur un ensemble E que 'on

précisera. et en déduire le tableau de variation de f

4. Déterminer l'expression de la bijection réciproque f~1. 4. Etudier les éventuelles asymptotes.

5. Tracer le graphe de la fonction f ainsi que les éventuelles asymptotes.
Exercice 14: Notons f : z +— exp(z?) + 1.

1. Montrer que f n’est ni injective, ni surjective de R dans R. Exercice 17: La compagnie kokola produit et distribue de la boisson gazeuse.

Les canettes ont une forme cylindrique de hauteur h et de rayon r. Afin de

2. Montrer que f réalise une bijection de Ry dans un intervalle J a préciser, réduire les cotits, kola veut minimiser la surface d’aluminium nécessaire a la

ainsi qu'une bijection de R_ dans J. On explicitera les applications construction des canettes. Cependant, ils doivent s’assurer qu’une canette

réciproques de ces deux bijections. ait un volume de 330cm3. Quelles doivent étre alors les dimensions de la
canette 7

3—22 si0<z<1
E ice 15: : -
xercice 15: On pose f : x> { 2 siz>1

1. Tracer le graphe de f sur |0, +o0].

Dans la suite, on admet que f est dérivable sur ]0,+o0].

2. Montrer que f admet une fonction réciproque g, définie sur un intervalle
que I'on précisera.

3. Sans expliciter g, montrer que g est dérivable sur son domaine de
définition et calculer ¢'(1).
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