Chapitre 7 : Savoir-faire

Chapitre 7 : Fonctions usuelles

‘ % Manipuler les fonctions puissances. ‘

Exercice 1 [Solution]
Comparer 2222 et 2222,

‘ % Manipuler les fonctions exponentielles et logarithmes.

Exercice 2 [Solution]
Résoudre I'équation (E) : 475% = 50 d’inconnue z € R*.

% Se ramener a des quotients lors de calculs de limites afin d’utiliser le théoreme des croissances comparées.

Exercice 3 [Solution]
Déterminer, si elle existe, les limites de f : z — In(x) — e” en 400 et en 0.

‘ Y Manipuler les fonctions circulaires réciproques. ‘

Exercice 4 [Solution]
On pose f: x — Arccos(22? — 1).

1. Montrer que f est définie et continue sur [—1,1].
2. Pour tout = € [—1, 1], exprimer f(x) en fonction de Arccos(x) via deux méthodes différentes.

3. Tracer la courbe représentative de f.

% Manipuler les fonctions hyperboliques. ‘

Exercice 5 [Solution]
Grand classique. Devoir maison sur les bijections réciproques des fonctions hyperboliques ch, sh et th.

Exercice 6 [Solution]
Démontrer que pour tout z € R :

1
|Arctan(sh 2)| = Arccos (ch(:c))
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Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]
On a 2222 > 2222« 211 5 2911 = 2100 5 7711 s 1625 > 11!, Donc 2222 > 2222,

Exercice 2 [Enoncé]
Soit x € R*. On a :

1
4757 =50 = "MW+ nG) Z 50 = 2In(4) + —In(5) = In(50) < In(4)z? — In(50)z + In(5) = 0.
x
On se ramene donc a la résolution d’une équation de degré 2 de discriminant :

A =1n(50) — 41n(4) In(5) = (In(2) + 21In(5))? — 81n(2) In(5) = In(2)? — 41n(2) In(5) + 41n(5)? = (In(2) — 21n(5))?.

In(50)+In(2)—21In(5) _ 2In(2) __ In(50)—In(2)4+21In(5) _ 4In(5) _ In(5)

et admettant donc pour racines x; = ST (D) = @ — % et 19 = ST (D) = Im@ ~ W@

Conclusion : S = {%7 iﬁg; }

Exercice 3 [Enoncé]

D’apres les théoremes généraux, lim In(z) —e®

= —oo (il n’y a pas de forme indéterminée ici).

x—07+
In(x
Par ailleurs, In(z) — e* = €* L -1 — -
et z— 400
——
— 0
T — 400

Exercice 4 [Enoncé]
On pose f: x — Arccos(22? — 1).
1. Par composée, la fonction f est définie et continue sur {z € R,22% —1 € [-1,1]} = {z € R,22? > 0 et 222 < 2}
i.e. f est définie et continue sur [—1, 1].
2. Premiere méthode :
La fonction f est dérivable sur {x € [-1,1],22° —1 €] - 1,1[} = {z € [-1,1],2* > 0 et 2* < 1} =] — 1,1[\{0}.
Pour tout z €] — 1, 1[\{0},

—4x —2z _ —2signe(x)

fx) = \/1 — (22212 V—atya? o VI—a?

On en déduit qu'il existe ¢; € R tel que Vo €]0, 1], f(x) = 2 Arccos(z) + ¢1.

Par continuité de f et de Arccos, Vo € [0,1], f(x) = 2 Arccos(z) + 1.

De méme, il existe ca € R tel que Vz €] — 1,0[, f(x) = —2 Arccos(z) + ca.

Par continuité de f et de Arccos, Vz € [—1,0], f(x) = —2 Arccos(x) + cs.

Or, en utilisant la premiere expression de f, f(0) = Arccos(—1) = w. D’out 2 Arccos(0) + ¢; = 7 i.e. ¢; = 0.
De méme, —2 Arccos(0) + c2 = 7 i.e. g = 2.

D’ot, pour z € [0, 1], f(x) = 2 Arccos(z) et pour z € [-1,0], f(x) = —2 Arccos(z) + 2.

Seconde méthode :

Soit « € [—1,1], posons § = Arccos(z) d’olt cos(f) = x.

D’ou f(x) = Arccos(2z% — 1) = Arccos(2 cos?() — 1) = Arccos(cos(26)).

Attention : Arccos o cos = id uniquement sur [0, 7] et ici 26 € [0, 27].

Or20c[0,n] <= 0€[0,5] <= x<€[0,1]. D'ou, pour z € [0,1], f(x) = 20 = 2 Arccos(z).

Gérons a présent le cas ot z € [~1,0[. On a alors § €7, 7] i.e. 20 €], 27].

De plus, cos(20) = cos(—26) = cos(—20 + 27). L’intérét de cette écriture réside dans appartenance de —26 + 27
dans [0, 7]. On a alors f(x) = Arccos(cos(—26 + 27)) = —20 + 2w = —2 Arccos(z) + 27.
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Exercice 5 [Enoncé]
Voir la correction du devoir maison.

Exercice 6 [Enoncd]

Posons f : 2 — |Arctan(sh z)| — Arccos (ﬁ) L’objectif est de montrer que f est nulle.

La fonction f est définie sur {x € R, #(m) e-L1]} =R
De plus, on remarque que f est paire, on va donc restreindre 1’étude sur R,.
Par composée et combinaison linéaire, f est dérivable sur {x € R, m €]-1,1]} =R~

Pour tout r € RY,

) — ch(z)  sh(z) " 1 _ sh(z)  ch(z) _
fle) 1+sh®(z) ch?(z) 1— cth(m) ch(z)  ch?(z) 8 sh(z) 0.

Donc f est constante sur R’ . Par ailleurs, hgl f(x) =% —% =0.D’u f est nulle sur R%. De plus, f(0) =0-0=0.
Tr—r+00

On conclut sur la nullité de f grace a sa parité. Pour tout z € R, |Arctan(sh )| = Arccos (m)
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