Chapitre 3 : Savoir-faire

Chapitre 3 : Ensembles et applications

‘ % Montrer une égalité d’ensemble par double inclusion. ‘

Exercice 1 [Solution|
Soit A = {(x,y) € R? 4o —y =1} et B={(t+ 1,4t + 3); t € R}. Montrer que A = B.

‘ % Manipuler les parties d’un ensemble. ‘

Exercice 2 [Solution]
Soient A, B et C' trois parties d'un ensemble E. Monter que :

(a) AUB=ANC < BCACC,;
(b) ANB=ANC < AnB=ANC.

‘ % Montrer qu’'une application est in/sur/bijective. ‘

Exercice 3 [Solution|
Soit E un ensemble. Soit f: E — E telle que fo fo f = f.
Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

‘ % Déterminer une image directe ou une image réciproque. ‘

Exercice 4 [Solution]

Soit E et F' des ensembles. Soit f : E — F. Soit A;, Ay € P(E) et By, By € P(F). Montrer que :

)N f’l( 2);
~H(Ba);
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)U
(Az)
f(

As). Exhiber un contre-exemple afin de montrer que cette inclusion peut étre stricte.
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Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

On raisonne par double inclusion.

Soit a € A. 1l existe (z,y) € R? tel que a = (z,y) et 4o —y = 1.
Posonst=z—1.0Onax=t+lety=4c—1=4t4+4—-1=4t+ 3.
Dot a = (t+ 1,4t +3) € B.

Soit b € B. Il existe t € R tel que b = (t + 1,4t + 3).

On remarque que 4(t + 1) — (44 +3) = 1 donc b € A.

Conclusion : A = B.

Exercice 2 [Enoncé]
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble FE.

(a) Raisonnons par double implication.

Supposons que AUB =ANC.
OnaBCAUB=ANCCA.Deplus, ACAUBCANCCC.
Dou BC AcCC.

Supposons que B C A C C.
Par conséquent, AUB=Aet ANC=A,dont AUB=ANC.

Par conséquent : AUB=ANC < BCACC.
(b) Raisonnons par double implication.
Supposons que ANB=ANC.

Soit x € AN B. Donc z € A.
Par I’absurde, supposons que x € C. Donc, x € ANC = AN B.
D’otl z € B ce qui est absurde car € B. D’ott z € C.
Par conséquent, z € ANC.

Analogue a l'inclusion allée par symétrie des roles de B et C.
Supposons que AN B = AN C. D’aprés 'implication allée, AN B=ANnCie. ANB=ANC.
Par conséquent : ANB=ANC < ANnB=ANC.

Exercice 3 [Enoncé]
Raisonnons par double implication.

Supposons que f est injective. Montrons que f est surjective.
Soit y € E.

Posons z = f(y). En composant par f deux fois, f(f(z)) = f(f(f(y))). Or f(f(f(¥))) = f(y).
D’ou f(f(x)) = f(y), puis par injectivité de f, f(z) = y. D’ou f est surjective.

Supposons que f est surjective. Montrons que f est injective.
Soit x1,ze € E. Supposons que f(z1) = f(z2).
Par surjectivité de f, il existe z1, 22 € E tel que f(z1) = x1 et f(z2) = x2. D’ou f(f(z1)) = f(f(22).
On compose par f, f(f(f(z1))) = f(f(f(22)) ie. f(z1) = f(22) i.e. 11 = x2. D’ou f est injective.

Exercice 4 [Enoncé]
Soit E et F' des ensembles. Soit f: E — F. Soit A1, Ay € P(FE) et By, By € P(F).

(a) Soitz € E.On a:

€ fTYB1NBy) <= f(xr) € BN By
< f(r) € By et f(z) € By
= zecfi(B)etrec f_l(Bg)
= ze fH(B)Nf 1 (By)

D’ou fﬁl(Bl N BQ) = fﬁl(Bl) n fﬁl(BQ).
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(b) Soit x € E. On a :

r€ fTY(BLUBy) <= f(x)€ BUDB,

Dou f~H(B1UBy) = f~H(B1) U f~1(B2).

<= f(x) € By ou f(x) € By
— zecfYB)ouze f1(By)
— zefYB)UFf By

(c) Montrons par double inclusion que f(A; U Az) = f(A1) U f(A2).
Soit y € f(A1 U Ag). Il existe x € A; U Ay tel que y = f(x).
Premier cas : Si z € A1, y € f(41) C f(A1) U f(As).
Second cas : Si x € Ag, y € f(A2) C f(A1) U f(Az).
Donc, dans tous les cas, y € f(A41) U f(A2).

Ona A CAJUAy et Ay C A1 U As. D'ou f(Al) C f(Al UAQ) et f(AQ) C f(Al U AQ)

Par conséquent, f(A;) U f(A42) C f(A; U A,).

(d) Montrons que f(A; N As) C f(A1) N f(As).

Soit y € f(A; N Az). Il existe x € A; N Ag tel que y = f(z).
Onax e Ay doncy € f(Ay) et © € Ay donc y € f(Az).

Par conséquent, y € f(A1) N f(A2).

Pour E=F =R, f:ow 22 A = {1} et Ay = {-1}.
f(AiNAz) = f(0) =0 et f(A1) N f(A2) = {1} n{1} = {1}.
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