Chapitre 22 : Savoir-faire

Chapitre 22 : Matrices et applications linéaires

% Calculer le noyau, 'image et le rang d’une matrice. ‘

Exercice 1 [Solution]
. 3 6
Soit A\ e Ret A= 1 4)

Pour quelles valeurs de A la matrice A — Ay n’est-elle pas inversible ? Expliciter Ker(A — Alz) pour de tels A.

% Déterminer le rang d’une famille de vecteurs en calculant celui de la matrice associée dans n’importe quelle base.

Exercice 2 [Solution]
Montrer matriciellement que la famille (2X? — 1, X? — X + 2,3X + 4) est une base de Ro[X].

% Déterminer le rang d’une appli. lin. en calculant le rang de la matrice associée dans n’importe quelles bases.

Exercice 3 [Solution]
Soit m € R. Considérons I'’endomorphisme de .#5(R) suivant f : M <71L T) MT.

Pour quelles valeurs de m I’endomorphisme f est-il un automorphisme ?

% Utiliser le lien entre 'inverse d’une matrice et la réciproque d’un isomorphisme. ‘

Exercice 4 [Solution]
Soit n € N. Considérons I’application f définie sur R, [X] telle que f : P+~ X2P" + XP' + P.
Montrer que f est un automorphisme de R,,[X] et déterminer sa bijection réciproque.

‘ % Utiliser les formules de changement de base pour une famille de vecteurs ou pour une application linéaire.

‘ % Calculer les puissances d’une matrice a ’aide d’une matrice semblable. ‘

Exercice 5 [Solution]
Soit f I'endomorphisme de Ry[X] défini par

f:P PO)(1—X?)+PO)X+ X3+ P(—1)(-X?-2X +2)

1. Déterminer la matrice de f dans la base 2 = (1, X, X?).

2. S0it PL=1-X—-X%2 Ppb=—-1+X+2X%et P3=1- X2
Mountrer que %' = (Py, P2, Ps) est une base de Ro[X].

3. Déterminer la matrice de f dans %'.

4. En déduire, pour tout n € N, une expression de f™ en utilisant un changement de base afin de calculer Mat (™).
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Chapitre 22 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

Soit)\e]RetA:(3 6

1 4

rg(z‘l—M):rg((SIA 4EA>)=1~"g<(3iA 4?)):‘?@((5 6_(411—;?(3—»)):@(((1) A?i;AAJrG))

Alors A — My € GLa(R) <= 1g(A— M) =2 < N —-TA+6#0 < )¢ {1;6}.
Par conséquent, la matrice A — \I> n’est pas inversible si et seulement si A =1 ou A = 6.
Calculons Ker(A — AIy) pour A =1 et A = 6.

a1 ={(5) < (7 5) ) = ()} = {0) e aan=op-vee (7))
ot -on - {(2) i (3 5) (2) - () - {(2) 2o v ()

Exercice 2 [Enoncé]

). Déterminons le rang de A — Als.

-1 2 4
Notons % = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X]. On a Matz(2X%2 -1, X2 - X +23X +4)=| 0 -1 3
2 1 0
D’ou
-1 2 4 4
2X? -1, X - X +2,3X +4) = 0 -1 = 1 3
rg( : +2,3X +4) =rg o)) e rg R

= T
L3<L3+5Lo

2 )
La famille (2X? — 1, X2 — X +2,3X +4) est génératrice de Ry[X] et de cardinal 3 = dim(R3[X]), c’est donc une base
de Rg [X]

Exercice 3 [Enoncé]
Soit m € R.

Déterminons la matrice de f: M (21 T) M7 dans la base canonique Z = (E; ;)i j)e[1,2)2 de #2(R). On a :

1 1 0 1 0
f(Eiq) = (m T) (O O) = (m 0) =Fi1+mkEy,
1 0 0 0
f(Er2) = (m T) (1 0) = (T 0) =mkE; 1+ Fy;
1 0 1 0 1
f(E21) = (m T) (0 O) = (0 m) =FE12+mEss
1 m 0 0 0 m
F(B22) = <m 1> (0 1) = <0 1) Era+ B2
1 m 0 O
Par conséquent, Matz(f) = 7?1 (1) (1) Tg
0 0 m 1

L’endomorphisme f est un automorphisme si et seulement si rg (Matg(f)) = 4. Par opérations élémentaires sur les
lignes et les colonnes qui préservent le rang, on a :

1 m 0 O 1 m 0 0

m 1 0 0 _ 0 1-m? 0 0 _J2sime{-1;1};
e (Mat%(f)) =re 0 0 1 m L2;L3 '8 0 0 1 m - {4 sinon.

0 0 m 1 0 0 0 1-—m?

Donc f est un automorphisme si et seulement si m ¢ {—1;1}.
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Exercice 4 [Enoncé]

Soit n € N. Considérons I’application f définie sur R, [X] telle que f : P+~ X2P" + XP' + P.

Notons %, la base canonique de R,,[X]. Vk € [0,n], f(X*) = (k(k — 1)+ k+ 1) X* = (k? + 1) X*.

Par conséquent, Matg_(f) = diag(1,2,...,n% + 1). Comme Matg_(f) est une matrice diagonale avec des coefficients
non nuls alors elle est inversible d’inverse diag(1, %, cel n%ﬂ)

Ainsi f est un automorphisme de R, [X] et Matg, (f~!) = diag(1, 3,. .., n%ﬂ)

Si on note Q = Zaka un élément générique de R, [X] alors f~1(Q) = Zakf_l(Xk) = Z kzajcr 1Xk.
k=0 k=0 k=0

Exercice 5 [Enoncé]

3 -2 2
1. Matg(f)=|-2 3 -2
-2 2 -1

2. La famille (Py, Py, P3) est une famille de 3 vecteurs en dimension 3. Il suffit de montrer qu’elle est libre. Soit
(A1, A2, A3) € R3 tel que A\; Py + Ao P> + A3P3 = 0. On évalue en —1, on trouve A\; = 0, puis on évalue en 1, on
trouve Ay = 0, d’ott A3 = 0. La famille (Py, P2, P5) est une base de Ra[X].

3. On doit exprimer f(Py), f(P2), f(Ps) dans la base #’. Par le calcul, on trouve
f(P1) =3P f(P)=P; [f(P3)=DP;

3 00

0 1 0

0 01

4. Par la formule de changement de base, on sait qu’on a

Donc, Matg (f) =

1 -1 1
Matg(f) = PMatg (f).P ot P=PZ =|-1 1 0
-1 2 -1
En passant a la puissance, on démontre par itération que
3 0 0
Matz(f") = Matg(f)" = P.(Matg(f)".P'=P.[0 1 0|.P"
0 0 1
1 -1 1 3 0 0 1 -1 1
= -1 1 Ol.{0 1 0 1 0 1
-1 2 -1 0 0 1 1 1 0
1 -1 1 3n =3~ 3"
= -1 1 0.1 0 1
-1 2 -1 1 1 0
3" -3"+1 3"-1
= =3"+1 3" -3"+1

-3"+1 3"—-1 —-3"42
Par conséquent, pour tout P = ag + a1 X + as X? € Ry[X],

SM(P) = f"(ao + a1 X + a2 X?)
ao f" (1) + a1 f*(X) + az f"(X?)
=3"ag— a1 +az)+ a1 —as+ (3"(—ag + a1 —az) +a+az) X + (3" (—ap + a1 — az) + a — a; + 2as) X2
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