Chapitre 20 : Savoir-faire

Chapitre 20 : Intégration

% Utiliser les techniques classiques pour calculer une intégrale : primitives usuelles, intégration par parties,
changement de variable, décomposition en éléments simples, argument de parité ou de périodicité,
linéarisation des fonctions circulaires, ...

Exercice 1 [Solution]

F
Calculer / [ S
o 1+ tan(x)

‘ % Reconnaitre une somme de Riemann et la calculer. ‘

Exercice 2 [Solution|

n
Pour tout n € N*, notons u,, = Z vV k(n — k). Déterminer un équivalent simple de la suite (uy,).
k=1

‘ % Se ramener au théoréme fondamental de I’analyse pour étudier une fonction définie par une intégrale. ‘

Exercice 3 [Solution]
Soit f € ¥(R,R). Considérons ¢ : = — / flt+x)de.
0

Montrer que ¢ est de classe €' sur R et déterminer ¢’ en fonction de f.

‘ % Comparer une fonction & son polynéme de Taylor. ‘

Exercice 4 [Solution]
sin(t)

2 dt¢ définie sur R*.

2x
Considérons f : z +— /
xr

1. Montrer que f est de classe €' et déterminer une expression explicite de f’.

2. Rappeler I'inégalité de Taylor-Lagrange pour sin & ’ordre 1 en 0.

3. En déduire que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f ce prolongement.
4. Montrer que f est de classe ¢! et déterminer f/(0).
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Chapitre 20 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]
Nous allons utiliser le changement de variable de classe € : y = tan(z) (et donc x = Arctan(y) d’oil do = ﬁdy)

™

z 1 1 1 1 1 1
—dr = ——dy = Y.
o 1+ tan(z) 0 1+y I+y o (L+y)(1+y?)

Notons f : y +—> D’aprés le théoréeme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c € R tel que

1
(I+y)(1+y?)~

a by + ¢

WERMSLL G 0T " T3y T 1442

Déterminons a, b et c.

Ona(l+y)f(y) =a+(1+y)iHE —> act (1+y)f(y) = 3

—L - — L1 Par unicité de la limite, a =
Ty 71 2 )

1+y2 2°
Par ailleurs, yf(y) = 194 + b"{;;cy ST atbet yf(y) = mrptm JSThe 0doub=—a=—1.

En évaluant en 0, on trouve 1 =a+cdoncc=1—a =
Par conséquent,

1
3

£ 1 1/t 1 [t o2y 1/t
— dr == [ —dy—- d+—/ ——d
/0 1+ tan(z) 2/0 1+yY 4/0 12V 2 ), 142

1
Sl +ylly— 3 [nf1+ vl + 35 [Arctan(y)];

_In(2)
-y °

_2In(2)+ 7
B 8

E

Exercice 2 [Enoncé]

Soit n € N*, Z <1—>.Notonsf:a:»—> z(1—x).

Par composée, la fonctlon f est continue sur [0, 1]. D’aprés le théoréme des sommes de Riemann,

13unizf(z>n%oo/f #)dt = /\/ T — 1)t
k=1

En utilisant le changement de variable €* su1vant u = % d’ott du = —dt), on obtient :

[ sta= [ = atri= [ e /i = @

En utilisant le changement de variable ¢! sulvant u = 1sin(z u du = 3 cos(z)dz et & = Arcsin(2u)), on obtient :
Arcsin(1) 1 5 1 5 1 1 Z
/ fdt = 7/ 1 — sin®(z) cos(z)dz = f/ COSQ(x)dLC = f/ (cos(2z)+1)dx = = [ sin(2ac)] +7 .
0 4 Arcsin(—1) 4 -z 8 -z 8 2 -z
Aut td't/lftdt T dou L
utrement dit, ; (t) g dotun  ~ o

Exercice 3 [Enoncé]

Soit f € €(R,R). L’application ¢ : x — / f(t + x)dt est bien définie sur R. Soit = € R, en utilisant le changement
0
de variable u =t 4+ x (et donc du = dt), on obtient

/ fE+z)dt = - f(u)du

En notant ¥ : x — / f(u) du qui, d’aprés le théoréme fondamental de Panalyse, est une fonction de classe € sur R

0
de dérivée ¥’/ = f. Or, pour tout = € R, ¢(z) = ¥(2z) — U(x).
Par conséquent, ¢ est de classe ¢! sur R et pour tout x € R, ¢'(x) = 2¥'(2z) — ¥/(z) = 2f(2x) — f(z).
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Exercice 4 [Enoncé]

¥ sin(t)

2 dt qui, d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, est une fonction de classe €

1. En notant \Il:x+—>/
1

sur R% de dérivée V' : z — S”;# Or, pour tout z € R%, f(x) = ¥(2z) — ¥(x).
Par conséquent, f est de classe € sur R et pour tout x € RY,
_ ,sin(2z)  sin(x)  sin(2x) —2sin(x)  sin(x)(cos(z) — 1)

f(z) =2V'(2x) — ¥'(z) =2 0?2 a2 = 57 = p

sin(z)(cos(z) — 1)
z? ’

De la méme maniére, on montre que f est de classe ¢! sur R* et pour tout x € R* | f'(z) =

2. La fonction sin est de classe > et pour ¢ € R, |sin® (¢)| < 1.
D’aprés U'inégalité de Taylor-Lagrange, |sin(t) — ¢| < % pour tout ¢t € R.

2x . 2x 2r - 2x -
t)—1t t t)—t t)—t
3. Soit z € R*. f(z) :/ %dw/ t—th:/ %dtﬂln(m)ﬁm :/ %dtﬂn(z).

x €T

De plus, pour tout # € RY,

2z _: 2% | : 2x
sin(t) — ¢ sin(t) — ¢ / 1 x
——dt| < ——dt < —dt = -
[ ‘ [ . 2072

De méme, pour tout x € R* |

2x _ T | _ T
/ sin(t) tdt < / [sin(t) — ¢| it < / ldt oz
x t2 2x t2 2x 2 2

2z _:
t)—1t
&dt — 0 et donc f(x) — In(2).
z—0 z—0

Par conséquent,

t2
T
La fonction f est prolongeable par continuité en posant f(0) = In(2).
2
4. La fonction f est continue sur R, de classe € sur R* et f/(x) e T -5 —0
x—0 z z—0

D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, f est de classe €1 et f/(0) = 0.
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