Chapitre 19 : Savoir-faire

Chapitre 19 : Applications linéaires

‘ % Montrer qu'une application linéaire est injective (resp. surjective) en étudiant son noyau (resp. image). ‘

Exercice 1 [Solution]
Soit n € N*. Soit f 'endomorphisme de K,,[X] défini par f: P — P’. L’application f est-elle injective ? surjective ?

‘ % Utiliser, sous certaines hypothéses sur les dimensions, I’équivalence entre injectivité et surjectivité. ‘

Exercice 2 [Solution]
Soit n € N. Montrer qu'il existe P € R,,[X] tel que XP' + P(0) = (X + 1)™.

‘ % Manipuler noyau et image d’une application linéaire dans un exercice théorique.

Exercice 3 [Solution]
Soit E un K-ev. Soit f € Z(FE).

1. Montrer que Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) NKer(f) = {0g}.

2. On suppose que Ker(f) = Ker(f?) et que E est de dimension finie.
Mountrer que Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires dans E.

% Montrer qu’un endomorphisme est une projection ou une symeétrie et déterminer ses sous-espaces caractéristiques.

Exercice 4 [Solution]
Soit n € N*. Notons f 'application définie sur ., (K) par f: M — MT.
Montrer que f est une symétrie et déterminer ses sous-espaces caractéristiques.

% Déterminer I’expression d’une projection ou d’une symétrie en connaissant ses sous-espaces caractéristiques. ‘

Exercice 5 [Solution]
Déterminer une expression explicite de la symétrie de Ry[X] par rapport & Ry[X] parallélement & Vect(X? + 1).

% Résoudre une équation linéaire. ‘

Exercice 6 [Solution]

Déterminer l’ensemble des polynomes P de K[X] tels que P(—1) = P(0) = P(1) =1 et P/(-1) = P'(0) = P'(1) = 0.
On pourra voir ce probleme comme la résolution d’une équation linéaire en introduisant ’application linéaire définie
sur K[X] a valeurs dans Kb par f : P+ (P(-1), P(0), P(1), P'(-1), P'(0), P'(1)).

‘ % Reconnaitre un hyperplan et un supplémentaire de celui-ci. ‘

Exercice 7 [Solution]
Montrer que toute fonction continue se décompose de maniére unique comme la somme d’une fonction d’intégrale nulle
sur [0, 1] et d’une fonction proportionnelle a la fonction carré.
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Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

Ker(f) = {P € K, [X], P! =0} = Ko[X] # {0}. Par conséquent, f n’est pas injective.

Im(f) = Vect(f(1),..., f(X™)) = Vect(0,1,...,nX"" 1) = K,,_1[X] # K, [X]. Par conséquent, f n’est pas surjective.
A noter que I’on pouvait déduire un point de lautre car f est un endomorphisme en dimension finie.

Exercice 2 [Enoncé]

Considérons ’endomorphisme de R, [X] suivant f : P — X P’ + P(0).

Le probléme revient & montrer que (X + 1)” admet un antécédent par f. Montrons plus généralement que f est
surjective. Comme f est un endomorphisme en dimension finie, il suffit de montrer que f est injective et donc de
montrer que Ker(f) = {0}. L’inclusion retour est triviale.

Soit P € Ker(f). Alors X P’ + P(0) = 0. En évaluant cette égalité en 0, P(0) = 0. Par conséquent, X P’ = 0 et comme
R[X] est intégre, P’ = 0 donc P est constant. Or P(0) = 0, donc P est le polynéme nul.

L’application f est injective donc surjective (car les dimensions des espaces de départ et d’arrivée sont finies et égales).
Par conséquent, (X + 1) admet un antécédent par f i.e. il existe P € R, [X] tel que XP’' + P(0) = (X + 1)™.

Exercice 3 [Enoncé]

1. Raisonnons par double inclusion.

Supposons que Ker(f) = Ker(f?). Montrons que Im(f) N Ker(f) = {0g}.
Trivial car Im(f) et Ker(f) sont des sous-espaces vectoriels.

Soit « € Im(f) NKer(f). Il existe z € E tel que z = f(2).
On a f2(z) = f(z) =0 d’ou 2 € Ker(f?) = Ker(f). Ainsi, f(z) =0ie z=0.

Supposons que Im(f) N Ker(f) = {0g}. Montrons que Ker(f) = Ker(f?).

Trivial.

Soit # € Ker(f?). Notons y = f(x). Alors y € Im(f). De plus, f(y) = f3(z) = 0 ainsi y € Ker(f).
Par conséquent, y = f(x) € Im(f) NKer(f) = {0g} d’ou f(x) =0 ie. z € Ker(f).

2. On suppose que Ker(f) = Ker(f?) et que E est de dimension finie.
D’aprés le point précédent, Im(f) NKer(f) = {0g}.
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(FE).
D’aprés la caractérisation des supplémentaires en dimension finie, Im(f) @ Ker(f) = E.

Exercice 4 [Enoncé]

On remarque tout d’abord que f est bien un endomorphisme de ., (K).
De plus, pour tout M € #,(K), fo f(M)= f(MT)= M.

Donc s est une symétrie par rapport a

Ker(f - ld) = {M € %n(K)mf(M) - M= OJ/ZT,,(]K)} = {M € %n(K)7M = MT} = yn(K)
parallélement &

Ker(f + ld) = {M S '/%n(K)af(M) +M = OJ/Zn,(K)} = {M € '%IL(K)?M = 7MT} = JMn(]K)

Exercice 5 [Enoncé]

Montrons tout d’abord que R;[X] et Vect(X? + 1) sont bien supplémentaires dans Ry[X] & I'aide d’une analyse-
synthése. De plus, cela nous permettra de déterminer la décomposition d’un élément quelconque de Ry[X] comme
somme d’élément de ses deux sous-espaces et donc de déterminer une expression explicite de la symétrie par rapport
a Ry [X] parallélement & Vect(X?2 + 1).

Soit P = a2X2 + a1 X +ag € RQ[X]

Analyse : Supposons qu’il existe (Pp, Py) € R1[X] x Vect(X? + 1) tel que P = Py + P,.

Il existe a,b,c € R tel que Py = aX +bet P, =c(X?+1). Dot eX?+aX +b+c=ayX?+ a1 X + ao.

Par identification des coefficients, ¢ = as, a = a; et b=ag — az i.e. P = a1 X + ag — az et Po = as(X? +1).
Synthése : Posons P; = a1 X + ag — az et Py = ax(X? + 1).

On a (Pl,Pg) S Rl[X] X Vect(X2 + 1) et P=P, + P,.

Conclusion : Ry [X] ® Vect(X? + 1) = Ro[X].

Notons s la symétrie de Ry[X] par rapport a Ry [X] parallélement a Vect(X2 + 1).

Pour tout P = as X2 + a1 X + ag € Ry[X], s(P) = a1 X +ap — az — (az(X? +1)) = —aa X? + a1 X + ag — 2as.
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Exercice 6 [Enoncé]
Notons f : P+ (P(—1), P(0), P(1), P'(—1), P'(0), P'(1)) application linéaire définie sur K[X] & valeurs dans K°.
Le probléme consiste & résoudre I’équation linéaire suivante :
(E): f(P)=(1,1,1,0,0,0)
On constate que le polyndome constant a 1 est solution de (F). De plus,
Ker(f) = {P € K[X], P(-1) = P(0) = P(1) = P'(-1) = P'(0) = P'(1) = 0} = {(X — 1)*X*(X +1)°Q,Q € K[X]}
Autrement dit, Ker(f) = {(X?® — X)2Q, Q € K[X]}. Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E) est :

{1+(X° - X)?Q.Q € K[X]}

Exercice 7 [Enoncé]

1
Notons H = {f € ¢ (R, R),/ f(#)dt = 0}. L’ensemble H est un hyperplan de %' (R,R). En effet, c’est le noyau
0
1
de Tapplication ¢ : f / f(#)dt qui est une forme linéaire non nulle sur € (R,R). Par conséquent, toute droite
0

1
1
vectorielle non contenue dans H forme un supplémentaire de H dans € (R, R). Par exemple, comme / t2dt = 3 £ 0,
0
Vect(z + z?) est un supplémentaire de H dans % (R,R). Autrement dit, toute fonction continue se décompose de

maniére unique comme la somme d’une fonction d’intégrale nulle sur [0, 1] et d’une fonction proportionnelle a la
fonction carré.
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