Chapitre 18 : Savoir-faire

Chapitre 18 : Dimension

% Construire une base en utilisant le théoréme de la base extraite ou incompléte.

Exercice 1 [Solution|
Déterminer une base de Vect(X? + 1, X (X + 1), (X +1)3).
Compléter ensuite cette famille en une base de R3[X].

% Montrer par I’absurde qu’un espace est de dimension infinie via le lemme de la dimension.

Exercice 2 [Solution]

Soit n € N*. On note P,, ’ensemble des n premiers nombres premiers.
Montrer que la famille (In(p)),ep, est libre dans R vu comme un Q-ev.

En déduire que R est de dimension infinie si on le considére comme un Q-ev.

% Montrer qu’une famille est une base en montrant qu’elle est libre (ou génératrice) et de bon cardinal.

Exercice 3 [Solution]
Soit a,b € K et n € N. Pour tout k € [0,n], notons P, = (X — a)*(X — b)" k.
Montrer que la famille (Py)gefo,n] est une base de K, [X].

% Montrer que deux s.e.v. sont égaux en montrant que I'un est inclus dans 'autre et qu’ils ont la méme dimension.

Exercice 4 [Solution]
Soit a € K et n € N*. Montrer que {P € K,[X], P(a) =0} = Vect(X —a, ..., (X —a)™).

‘ % Déterminer la dimension d’une intersection en s’aidant de la formule de Grassman. ‘

Exercice 5 [Solution]
Considérons F' = Vect ((1,0,0,0),(1,2,0,0)) et G = Vect ((3,1,1,1), (4,4,1,1),(1,5,5,0)). Déterminer F' N G.

‘ % Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires en utilisant la caractérisation en dimension finie.

Exercice 6 [Solution]
Montrer que {P € R3[X], P(X?) = X?P(X)} et {P € R3[X], P(1) = P(2)} sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans R3[X].
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Chapitre 18 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

Notons F = Vect(X? + 1, X (X +1),(X +1)3).

La famille (X2 4+ 1, X (X + 1), (X + 1)) est donc génératrice de F', on va en extraire une base.

Ona (X +1)3=X3+3X(X+1). Dot F = Vect(X?+1,X(X +1)).

La famille (X3 + 1, X (X + 1)) est libre et génératrice de F, c’est donc une base de F.

La famille (X3 + 1, X (X + 1)) est une famille libre d’éléments de R3[X]. On va la compléter en une base de R3[X] a
l'aide de la famille génératrice (1, X, X2, X3) de R3[X]. Ona 1 ¢ F d'ott (X3 +1,X(X + 1),1) est une famille libre.
De plus, X ¢ Vect(X3+1, X (X +1),1) d’ott (X341, X(X +1),1, X) est une famille libre composée de 4 = dim(R3[X])
vecteurs. Par conséquent, (X3 + 1, X(X + 1),1, X) est une base de R3[X].

Exercice 2 [Enoncé]
Soit n € N*. On note P,, = {p1,...,pn} I'ensemble des n premiers nombres premiers.
n

Soit A1, ..., An € Q tels que »  A;In(p;) = 0. Pour tout i € [1,n], il existe (a;,b;) € Z x N* tel que A; = 4.

=1
n

n n n
En multipliant, 1’égalité ci-dessus par Hbi et en notant p; = \; Hbi € Z,on a ZM In(p;) = 0 i.e. Hpii = 1.
i=1 i=1 i=1 =1

n n n n

Notons A = {i € [1,n],u; = 0}, on a le le =1ie. le = Hp;“

€A €A i€A i€A
Nous avons ici deux décompositions en produit de nombre premiers d’'un méme entier naturel. Or cette décomposition
est unique, par conséquent p; = 0 pour tout ¢ € [1,n] et donc \; = 0 pour tout ¢ € [1,n].
La famille (In(p))pep, est libre dans R vu comme un Q-ev.
Par 'absurde, supposons que R vu comme un Q-ev est de dimension finie, notons n = dimg(R). La famille (In(p))pep, .,
composée de n + 1 éléments est libre dans cet espace. Absurde.
Donc R est de dimension infinie si on le considére comme un Q-ev.

Exercice 3 [Enoncé]
Soit a,b € K. Pour tout k € [0,n], Py = (X — a)*(X — b)"* est un polynome de degré n.

Soit Ag, ..., A\n € K tels que Z AP = 0. 1l est intéressant de remarquer que a est racine de P, de multiplicité k
k=0
pour tout k € [0,n]. Par conséquent, P,gk)(a) =0et Pékﬂ)(a) # 0 pour tout k € [0,n].

On évalue Z AP = 0 en a ce qui donne Ay Py(a) =0 d’oit Ay = 0.
——

k=0 £0

n
En dérivant 1’égalité Z APy = 0 et en évaluant en a, on a Ay P{(a) =0 d’oi1 \; = 0.
k=1
- “"’#0
On répéte le procédé pour montrer que \g = Ay = --- = A, = 0.

La famille (Py)refo,n] est une famille libre de K,,[X] composée de n + 1 = deg(K,[X]) éléments.
Par conséquent, (Pr)refo,n] st une base de K, [X].

Exercice 4 [Enoncé]
Soit a € K et n € N*.

La famille (X —a, ..., (X —a)™) est libre (car de degrés échelonnés) et génératrice de Vect(X —a, ..., (X —a)"™).
C’est donc une base de Vect(X —a, ..., (X —a)™). Ce dernier ensemble est donc un sev de K,,[X] de dimension n.
Montrons que F':= {P € K,[X], P(a) = 0} est un sev de K,,[X].

o FCKy[X].

e 0cF.

e VP,Qe F,VAeK, (P+AQ)(a) =Pa)+AQ(a) =0+ A0=0dou P+ AQ € F.
De plus,

Vect(X —a, ..., (X —a)") C{P € K,[X], P(a) =0} ¢ K, [X]

En passant aux dimensions, n < dim(F) < n+ 1 d’ou dim(F) = n.
On a Vect(X —a, ..., (X —a)") C {P € K,[X], P(a) =0} et ces deux sous-espaces vectoriels sont de méme dimen-
sion donc ils sont égaux.
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Exercice 5 [Enoncé]

On a F = Vect ((1,0,0,0), (1,2,0,0)) et G = Vect ((3,1,1,1), (4,4,1,1), (1,5,5,0)) .

Ces familles qui générent F' et G respectivement sont libres, elles forment donc des bases respectives de ces espaces.
On a (1,0,0,0),(1,2,0,0),(1,5,5,0),(4,4,1,1) € F + G.

Or ces 4 vecteurs forment une famille libre (car échelonnée) d’on dim(F + G) > 4.

Or F + G C R, d’ott dim(F + G) = 4.

D’aprés la formule de Grassmann, dim(FNG)=2+3—-4=1.

Or (1,3,0,0) = (4,4,1,1) — (3,1,1,1) € G et (1,3,0,0) = 3(1,2,0,0) — 1(1,0,0,0) € F.

D’oa F NG = Vect ((1,3,0,0)).

Exercice 6 [Enoncé]
Montrons que F := {P € R3[X],P(X?) = X?P(X)} et G := {P € R3[X],P(1) = P(2)} sont deux sous-espaces
vectoriels en les écrivant comme des espaces vectoriels engendrés.
{P e R3[X], P(X?) = X?P(X)} = {aX® + bX? + cX +d € R3[X],aX® + bX* + cX? +d = aX® + bX* + cX? + dX?}
={aX?+bX*+cX +d € R3[X],a=c=d =0}
= {bX?,b e R}
= Vect(X?)

et

{PeR3[X],P(1) = P(2)} = {aX? +bX?* + cX +d € R3[X],a+ b+ c+d=8a+4b+2c+d}
={aX?+bX?* +cX +d € R3[X],c = —Ta — 3b}
={aX3 +bX%*+ (~7a—3b)X +d,a,b,d € R}
={a(X® - 7X)+b(X? - 3X) +d,a,b,d c R}
= Vect(X? - 7X,X? —3X,1)

Les familles (X?2) et (X2 — 7X, X2 — 3X,1) sont libres (car de degrés échelonnés) donc forment des bases respectives
de F et G. Par conséquent, dim(F') =1 et dim(G) = 3.

Montrons & présent que la somme F + G est directe en montrant par double inclusion que F NG = {0}.

L’inclusion retour est triviale.

Considérons & présent P € FNG. Comme P € F, IN €K, P = A\ X2,

Et comme P € G, P(1) = P(2) i.e. A\=4Xie. A\ =0 donc P =0.

Par conséquent, F NG = {0} et dim(F) + dim(G) = 1+ 3 = 4 = dim(R3[X]).

D’aprés la caractérisation des supplémentaires en dimension finie, F' & G = R3[X].
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