Chapitre 16 : Savoir-faire

Chapitre 16 : Développements limités

% % % Obtenir un équivalent simple d’une combinaison linéaire a 1’aide d’un développement limité.

Exercice 1 [Solution]
1

Montrer que f:z— + — EeE=) est prolongeable par continuité en 0.

=

Exercice 2 [Solution]
sh(L) — tan(L)
cos(+) — ch(+)

% Bien manipuler les développements limité : produit, quotient, composée, substitution, ...

Pour tout n € N*, notons u,, = . Montrer que la suite (u,) converge vers 0 par valeurs positives.

SI=(3 1=

Exercice 3 [Solution]

Déterminer le développement limité de th = % a l'ordre 5 en 0 en utilisant :
1. les développements limités de sh et ch;

le développement limité de exp;

la formule de Taylor-Young;

le fait que th' = Ch% ;

le fait que th’ =1 — th%.

le fait que pour tout = €] — 1,1], (th_l)/ (z) = =15 et th(th™'(2)) = z.

BNl

% Mener une étude locale au voisinage de a # 0 en se ramenant en 0. ‘

Exercice 4 [Solution]
1—2z+In(z)

1 -2z —22

% Utiliser le développement limité d’une fonction afin d’obtenir une information locale sur sa courbe représentative.

Montrer que f : z — admet une limite en 1 et déterminer celle-ci.

Exercice 5 [Solution]

Considérons f : x — %
1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R.
2. Montrer que ce prolongement est de classe €.

3. Déterminer l'allure de la courbe représentative de f au voisinage de 0.

% Déterminer le développement asymptotique d’une fonction au voisinage de +oo afin d’étudier les branches infinies.

Exercice 6 [Solution]

Montrer que f : x — % admet une asymptote affine en +o00 puis déterminer la position relative de la courbe

représentative de f par rapport & cette asymptote.

% Déterminer le développement asymptotique d’une suite définie implicitement ou par récurrence. ‘

Exercice 7 [Solution]

1. Pour tout n € N, montrer que I’équation tan(z) = 2 admet une unique solution dans I'intervalle | - 5 +nn, 5 +nx|.
On notera x,, cette unique solution.

2. A Taide d’un encadrement, déterminer un équivalent simple de la suite (x,,).
3. Perfectionner votre résultat en montrant que x,, = nw + 5 + o(1).

4. En utilisant le fait que Arctan(z) + Arctan (%) = 3 pour tout x € R? , déterminer un développement asympto-
tique & trois termes pour la suite (z,).
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Chapitre 16 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

La fonction f est continue sur | — 1;+o00[\{0}.

Pour tout x €] — 1; +00[\{0}, f(z) = %

Or zIn(1 + ) N0$ et In(l+x) —x= —*+0( %) donc In(1+ ) —x ~ _é
-

x—0

D’ou f(x )a:—>0_§ d’ou D’ou f(x )y:é_i'

Donc f:z % — m est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —%.
Exercice 2 [Enoncé]
On ash(1) —tan() = (3 + gy +0()) — (2 + gk + 0 () = ~ghs + o) doi (1) — tan() ~ gl
Par ailleurs, cos(2) —ch(2) = (1 - 22s +o (%)) - (1+ 522 +o()) =2 +o(%) doucos(:) —ch(2) ~ —L
Par quotient,

sh(1)—tan(L) —5ks 1

cos(+) — ch(2) L 6n

Par conséquent u,, ~ 6%
Comme les équivalents préservent les limites et les signes, (u,) converge vers 0 par valeurs positives.

Exercice 3 [Enoncé]

1.
23 x° 1
o) =, (045 + 25406 s
=0 6 120 1—1—72—&—2—:4—0(95)
23 5 s 22 ot . 22 g . 2
z—>0(z+6+120+0(x)> 1—(2-1-24—1-0(x)>+<2+24+0(x)) + o(z*)
3 45 ; 22 5yt .
x:()(“wm*o(“) (1‘2%4*0(“)
_ L 3 5 5
ot T3t Tt o)
2. PourtoutxeRth():l;ei_Zz—l—Fm%.
th(x) 1+ 2
x) = —
x—0 2+(_2$)+ (_221”)2 + (_%35)3 + (_22:)4 + (_122%)5 +0($5)
1
o 1T 2 2,3 1.4 2.5 5
250 1—(z—a?+ 223 — 1ot 4+ 225 + 0 (29))

2 1 2 2 2 2
_ .2, 4.3 1 o4, & .2, 4.3 1 4
o <x x +3x 3:0 +15x +0( )>+<x x +3x 3:0 +15x +0( )>

3 4
2 1 2 2 1 2
+(x—m2+3x3—3w + 596 —|—0( )) +<x—w2+3x3 395 —|—1—5$ +0( ))
2., 1 2 °
+ (x — 2%+ §x3 — §x4 + Bf +o (x5)) + o(z?)
= o+ (-1+1)2* + 2 o)t (it st
2 2 4
s 4243-4+1)2° >
+(15 3 g T2H3-4+ )x + o0 ()

— ls, 25 5
mzox—gx —&—Ex —|—0($)

3. La fonction th est de classe €°° sur R par quotient de fonctions de classe ¥ dont le dénominateur ne s’annule
pas. Pour tout x € R,

th'(z) =1 —th?(z), th”(z) = —2th'(z)th(z) = —2th(z) + 2th*(z), th®)(z) = —2th’(x) + 6th’(z)th?(z)
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ie. th® (z) = —2 4 8th?(z) — 6th*(z). d’oi
th® (z) = 16th’(z)th(x) — 18th'(z)th®(z) = 16th(z) — 34th®(z) + 18th®(z),
D’ou
th® () = 16th’(z) — 102th’(z)th?(z) + 18th’(z)th*(z).

Par conséquent,

th(0) =0, th'(0)=1, th”(0)=0, th®0)=-2,, th®©0) =0, th®(0)=16.
D’apres la formule de Taylor-Young,

th” (0) th®(0) th®(0) th®)(0)
h(z) = th b’ ? s :
t(z)ﬁot(())jtt (0)x + 5 =+ 5 x” + 51 % 120

_ _13 35 5
Izox 33: —1—1533 +o(m)

4o (335)

4. On a
2 4 2
2 _ = T 4
ch (x)x:0(1+ y o tol ))
Tzt
_ 2, T 4
x:ol—’_m + B —|—o(:1:).
D’ou

1 1
ch?(x) 2=0 1 + (z2 + “"—; + o(z4))

=, 1= (x2+a;)4+o(x4))+<w2+x34+0(x4)>2+o(x4)

T—

th'(z) =

4
= 1—$2+2%+0($4).

z—0
Par primitivation, on obtient th(z) = th(0) +z — 32 + &a° + o (2°).
z—0

5. Par quotient, th(z) ~o® d’ou thQ(x) ~ 22,
z—

r—r

Autrement dit th?(z) = 22 +o(z?) ie. th'(z) =1 —th?*(z) = 1— 2%+ o(z?)
Tr—r

x—0

Par primitivation, th(z) = th(0) +  — $2° + o(a®).
r—

s 2 (0 1.3 3\\2 _ 2 _ 2.4 4y s 10N — 1 _ +h2 1 _ 2,24 4
Ainsi th”(z) o (z — 32% + o(2?)) ST aT —|—0(Kx ) ie. th'(z) =1 —th*(x) o 1—2%+ 32% + o(z*).
Par primitivation, on obtient th(x) = th(0) + = — $2° + Z2° + o (7).

Cette derniere méthode est de loin la meilleure. En effet, les calculs sont simples et on peut aisément déterminer
le développement limité a un ordre supérieur.
6. Pour tout = €] — 1, 1], (th_l)/ (r) = 15 d’ott (th_l)/ (x) = 1+ 2% + 2% + o(z*) et donc

—r2
-z —

. 23 b s
(th )(x)wjox+§+€+o(1:)

Comme th est une fonction impaire de classe €*°, il existe a,b, ¢ € R tels que th(x) =, @+ b3 + cx® + o(z).
xr—r

Par conséquent,
3 5 3 5 3 3 5 5
th(th~'(z)) = a x+x—+m—+o(x5) +5b x—i—x——l—x——i—a(ms) + m+£+£+0($5) + o(z®)
z—0 3 ) 3 5 3 5
=, 9+ (%+b)m3+ (%—i—b—l—c)xs—i—o(ac‘r’)

r—r

a= a=1
Or th(th™*(z)) = z pour tout = €]—1, 1[. Par unicité du développement limité, §+b=0 ie. qb=—%

$4+b+c=0 c=+%
Conclusion : th(x) ot sa3 + 2% 4 0 (25).

Lycée Déodat de Séverac, PCSI 803 3 H. BRINGUIER



Chapitre 16 : Savoir-faire

Exercice 4 [Enoncé]

(k) = 1= (14+h) +Im(1+h)  —h+Wn(1+h)  —h+(h-"+0h?)) B 1+oh?)  —1+0(1)
120+ h) -1+ k)2 1—vT—h2 ro0 1= (1+ 3(=h?) +o(h?)) o0 22 L o(h2) ho0 1+4o0(1)
Donc f(1+ h) " —lie f(z) — —1.

z—1

Exercice 5 [Enoncé]
Considérons f : x — %
1. La fonction f est de classe €>° sur R* car quotient de fonction de classe €°° dont le dénominateur s’annule

uniquement en 0. De plus, ghxi(i:) ~o T Donc f(x) *()3 0. Par conséquent, f se prolonge en une fonction continue
h r— r—
sur R en posant f(0) = 0.

2. Pour tout € R,, f/(z) = %&jch(m) Or 2z sh(x) — 22 ch(z) = 22 + o(z?). D’out f/(z)
z—

La fonction f est continue sur R, dérivable sur R* et f’(x) — 1.
TrT—r

2
~ % ~ 1.
z—0 7 2—0

D’aprées le théoreme de la limite de la dérivée, f est de classe €' en 0 et donc f est de classe €' sur R.

3. On a

(EQ xT

20 4 Z 4 o(?) a=0 1 + 2 4 o(2)

=7 <1 - (5562 + 0(:02)) + o(xz))

73

I 3
o ® 6+0(x)

. . 3 ’ ’ . .
Ainsi f(z) — =z ~ — % - Par conséquent, la courbe représentative de f se situe au dessus (resp. au dessous) de
Tr—r

la tangente d’équation y = x au voisinage de 0 & gauche (resp. & droite).

24 ,
Y < y=f@)
177 /
-3 -2 -1 1 2 3
7 -1
y=x
72,,

Exercice 6 [Enoncé]
Premiere méthode : Déterminons pas a pas un développement asymptotique de f en +oo.

T

On a z ch(z) ~ 1ze” et sh(z) ~ xe®.
T—+00 T—r+00

. _ ~ l.z ) _ z ch(z)—sh(x) ~ . _
Par ailleurs, ch(z) — 1 et L D’ou f(z) a1, ., Tl f(z) oo ¥ + o(x)
Cherchons a présent un équivalent de x — f(x) — 2 en +oc.

f@)—x = zch(z) —sh(z) —z(ch(z) —1)  —sh(z) += e

ch(z) — 1 ch(w) — 1 a—too Lov

e® = o(xe”) donc xch(z) —sh(z) ~

1 1
2 x—+00 T—+00 2

=1

Par conséquent, f(x) = %™ 14+ o(1) et donc la courbe représentative de f admet, au voisinage de +oo, une
Tr—r+00

asymptote d’équation y = x — 1.
Cherchons & présent le signe de z — f(x) — (x — 1) afin de connaitre la position de la courbe par rapport & cette
asymptote au voisinage de +oo.

ch(z) —sh(z) +z—-1 e *+2-1 kR
ch(z) — 1 ~ ch(z) =1 e—too lev

x

flz)—x+1= = 2ze”

La fonction = — f(z) — (x — 1) est positive au voisinage de +oo donc la courbe représentative de f est au dessus de
I’asymptote d’équation y = x — 1.
Au passage, nous avons déterminé un développement asymptotique a trois termes de f en 400 :

flx) w_)z_koox—l—i—%ce +o(ze™™)
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Chapitre 16 : Savoir-faire

Deuxieéme méthode : Déterminons directement un développement asymptotique de f en +oo.

_ xzch(x) —sh(x)
flz) = W

_z—th(x)
- 1
1- ch(z)

<x_ ﬁij) 1—111?@
e (e o) (14 ko (k)
= (14272 40 (7)) (1 + chix) to <Ch}x)>)

et am o)

Par conséquent, au voisinage de +00, la courbe représentative de f admet une asymptote d’équation y =z — 1 et la
courbe se situe au dessus de cette asymptote.

10 1Y

Exercice 7 [Enoncé]

1. Soit n € N. La fonction f : z + tan(z) —x est continue et strictement croissante sur l'intervalle | - +nm, T +nn|
et f(]—=%+nm, 5+nn[) = R. Donc f est bijective de |- J +nm, 5 4+n7[ dans R. D’ott 0 admet un unique antécédent
par f. Conclusion : I'équation tan(z) = x admet une unique solution dans l'intervalle | — & + nn, § + n7[ que
I'on note x,,.

2. Pour tout n € N, =% + nmw <z, < § + nm. Par conséquent, x, ~ nr.

3. Soit n € N, on s’intéresse a la quantité x,, —nm. On a tan(z, —nr) = tan(x,) = x,. De plus, z, —nm €] - F,
D’ott z, — nm = Arctan(z,) — 5. On a donc : z,, = nmw + § + o(1).

NI

4. Soit n € N*, on s’intéresse a la quantité x,, —nm — 7.
On a x, —nm — % = Arctan(z,) — 3 = — Arctan(-) ~ —L ~ —L

2 T T nm’
5 N _ T 1 1
Dot z,, = nm + 3 n7r+0(n)'

Lycée Déodat de Séverac, PCSI 803 5 H. BRINGUIER



