Chapitre 15 : Savoir-faire

Chapitre 15 : Relations de comparaison

% % % Lever des indéterminées dans une limite & ’aide d’équivalents. ‘

Exercice 1 [Solution|
Etudier la dérivabilité de f : z +— sh(\/z).

Exercice 2 [Solution]

1 n
Pour tout n € N*, notons u,, = (1 + ) . Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
n

% Déterminer le signe d’une fonction au voisinage d’un point & ’aide d’un équivalent.

Exercice 3 [Solution]

225 + 24 — 23 1In?(2)
zt+1

2. Déterminer la position de la courbe représentative de f par rapport a cette asymptote au voisinage de +oo.

1. Montrer que la fonction f : x — admet une asymptote affine en +oo.

% Mener une étude locale au voisinage de a # 0 en se ramenant en 0. ‘

Exercice 4 [Solution]
In(z)
cos(5x)

% Obtenir un équivalent par encadrement.

Montrer que f : x — admet une limite en 1 et déterminer celle-ci.

Exercice 5 [Solution]

n

1

Soit n € N*, notons H,, = Z T
k=1

k+1
1. Montrer que pour tout k£ € N*, / —dt < —. En déduire une minoration de H,,.
k

1
t k

1 ko
2. Montrer que pour tout k € [2, 4+o00[, Z < / Edt' En déduire une majoration de H,,.
k—1

3. Déterminer un équivalent simple de (H,).

‘ % Comparer des vitesses de convergence. ‘

Exercice 6 [Solution]
Soit a € [1,+00[. On note (uy,)nen la suite définie par ug = a et Vn € N, u,qq = % (un + ui)

1. Montrer que la suite (u,,) est bien définie et que w, > 0 pour tout n € N.

2. On pose v, = Zn;g pour tout n € N.

Montrer, que pour tout n € N, v, 11 = v2 puis déterminer une expression explicite de la suite (v,,).

2”
3. En déduire que (u,) converge vers \/a et que u, — v/a ~ 2y/a (%I)

4. On rappelle que, si (wy,) est une suite approximant \/a par dichotomie alors |w, — /a| < 3=|wo — /a| pour tout
n € N. Comparer les deux vitesses de convergences.

Cette méthode puissante de calcul des valeurs approchées d’une racine carrée est appelée la méthode de Héron.
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Chapitre 15 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]
Par composition, f est définie et continue sur R et dérivable sur R? . Il reste a étudier la dérivabilité en 0.
On a $h(v/@)—sh(0) V= 1

~ — 400. Donc f n’est pas dérivable en 0.
z=0 z—0 T z—0 NG x—0 f p

Exercice 2 [Enoncé]

1\" 1 1 1 1
Soit n € N*. (1 + ) = exp (nln (1 + )) Or, In (1 + ) ~ — donc, par produit, nIn (1 + ) ~ 1.
n n n n n

1
Comme les équivalents préservent les limites, lim nln (1 + -] =1
n——+oo n

1 n
Par continuité de la fonction exponentielle, lirf <1 + ) = exp(1l) = e. Donc la suite (u,,) converge vers e.
n—-+0oo n

Exercice 3 [Enoncé]

4 312 4
25 . xt—ziln'(z) — 2w x*
1. On a f(x) ol T 2z et f(r) — 22 = pora etiw Do 1.
Dou f(z) — (2 + 1) —+> 0 i.e. f admet une asymptote affine en 400 d’équation y = 2z + 1.
T—r—+00

—231n®(z) — 22 — 1 —231n®(z) In?(z)
2. —(2 1) = ~ @ — Y L -
fl@) = (22 +1) zt+1 T—+00 4 z—+400 T

Comme les équivalents préservent les signes, f(z) — (22 + 1) < 0 pour x au voisinage de +oo. Par conséquent,
la courbe représentative de f est au-dessous de 'asymptote y = 2x + 1 au voisinage de +o0.

8% /
6| X
4t/
2 T //
| Jy=[(x)
// X
2 4

Exercice 4 [Enoncé]

_ _In(@ _ _In(d+h) _ In(d+h) | h_ _ _ 2 2 2
On a f(]' + h) - cos(%x) - cos(%+%h) - 7sin(%h) h—0 —Sh T donc f(]' + h) }j) T l.e. f(x) g:i T
Exercice 5 [Enoncé]
"1
Soit * t H, = —.
oit n € N*, notons Zk
k=1
k41 k+1 g
1. Soit k € N*. Vt € [k, k + 1], % < % Par croissance de l'intégrale, / ;dt < / Edt =% Par conséquent,
k k
H, = - > —-dt = —-dt =1 1).
S5 ;/k : /1 St =In(n +1)

k

Bl

1 ko 1
. Par croissance de 'intégrale, / ;dt > / Edt =7 Par conséquent,
k—1

k—1
1 "1
fdt=1—|—/ -dt=1+1In(n).
t L1

3. ¥n e N*/In(n+1) < H, < 1+In(n). De plus, 1 +1n(n) ~ In(n+1) ~ In(n). Ainsi H,, ~ In(n) par encadrement.
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Chapitre 15 : Savoir-faire

Exercice 6 [Enoncé]

Soit @ € [1,+00[. On note (up)nen la suite définie par ug = a et Vn € N, u,qq = 3 (un + ui)

1. Notons f : z — % (m + %) de sorte que un41 = f(u,) pour tout n € N. L’intervalle R* contient ug et c’est un
intervalle inclus dans le domaine de définition de f qui est stable par f. Par conséquent, la suite (u,) est bien
définie et u, > 0 pour tout n € N.

2. On pose v, = Zn;g pour tout n € N. Soit n € N,

(¥ 1:Un+1—\/6:un+%_2\/a:ui—2\/aun+a:(un—\/a)QZUQ
T U +Va un + = +2vVa  ul +2vau, +a (up +a)? "

2 2"
A _ 2 _ (a—+/a _ a—1
par conséquent, v, = v5 = (a+£) = (\\/[EH) .

3. Comme g;i ‘ < 1, la suite v, converge vers 0. Or, pour tout n € N, u,, —v/a = (u, ++/a)vy,, donc (u,) converge

gn
vers y/a. On remarque que u, ++/a — 2y/a d’ott u,, + v/a ~ 2+/a. Par conséquent, u,, — v/a ~ 24/a (%i)

4. On rappelle que, si (wy,) est une suite approximant \/a par dichotomie alors |w, — /a| < 5

wo — +/a| pour tout

n € N. En notant ¢ = %, nous avons |u, —v/a| = O (¢*"). Par ailleurs, |w, — /a| = O (5).

La suite (u,) converge plus rapidement vers v/a que la suite (w,) car ¢*" = o (5 ).
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