Chapitre 12 : Savoir-faire

Chapitre 12 : Limites et continuité

% Déterminer une limite via des encadrements, de la monotonie, des factorisations par le terme dominant . ..

Exercice 1 [Solution]
Montrer que les fonctions suivantes admettent des limites en +o0.

Arctan(ch(sin(z)))e” @ 1 92w+l _ ga—1
1. . N 2. : I 1 — : . : —
frae Arctan(z) ’ g /1 o1+ 3 dt; 3. hize 3o+l _ ga+2

‘ % Utiliser la caractérisation séquentielle de la limite pour montrer qu’une fonction n’admet pas de limite.

Exercice 2 [Solution]
Montrer que la fonction x +— cos (m—lz) n’admet pas de limite en 0.

% Utiliser le théoreme de prolongement par continuité. ‘

Exercice 3 [Solution]

Considérons la fonction f : x +— 32517‘/2 Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue sur R..

‘ % Etudier la continuité d’une fonction en utilisant la continuité & gauche et a droite.

Exercice 4 [Solution]
On rappelle que pour tout réel z, {x} désigne la partie fractionnaire de x i.e. {z} =z — |z].

OsizeZ; .
Considérons la fonction de la variable réelle f :z+— ¢ _ L o) Montrer que f est continue sur R.
e =¥ — X ginon.

e

% Résoudre une équation fonctionnelle par analyse-synthese. ‘

Exercice 5 [Solution]
Soit A € R. Déterminer toutes les fonctions f € €(R,R) pour lesquelles f(1 + 5) = f(z) + A pour tout = € R.

‘ % Utiliser les théoremes classiques associés a la continuité : valeurs intermédiaires, bornes atteintes, bijection . ..

Exercice 6 [Solution]
Soit f € €([0,1],R) telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe ¢ € [0, 5] tel que f(c+ ) = f(c).
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Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

1. On a Arctan(z) = 5
T—r1+00

De plus, pour tout = € R, Arctan(ch(sin(z))) > 7.

On en déduit que par divergence par minoration, Arctan(ch(sin(z)))e® . Too
T—r+00

__ Arctan(ch(sin(z)))e”

- Arctan(z)

Conclusion : f(z) — 400}

r—+00

2. Pour tout y €] — 1,400}, In (1 + y) < y. Par croissance de l'intégrale, pour tout z € [1, 400,

‘ 1 T 21" 1 1 1
/1 n( +t3> /1 3 {—2]1 2 22 52

La fonction g est croissante (car dérivable et de dérivée x — In (1 + z%) positive) et majorée. Donc g admet une
limite finie en +00. Nous n’avons pas encore les outils pour déterminer explicitement cette limite (développement
en série entiere c.f. programme de spé).

241 qz—1 2_1(3)*
3. he) = Lo — ol o

|

Exercice 2 [Enoncé]
* . — 1 = 1
Pour tout n € N*, notons z,, = Torn VU = o
1
=7

)zl — 1etcos<y%):— — -1

Onax, — Oety, — 0, orcos(
—+00 n—+o00 n—+o00

n n—-+oo
D’apres la caractérisation séquentielle de la limite,  — cos (m—g) n’admet pas de limite en 0.

Exercice 3 [Enoncé]
La fonction f : x —

est définie sur {x € R,e** — 1 > 0} = R% . De plus, par composée et quotient, f est

e2r —1
continue sur R’ . Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue sur R . Etudions f au voisinage de 0.
Soit x € R7,

sin(+/7) 1 2

= ¥ 5 —
J@ ==/ *BVe -1
Or =1 — exp/(0) = 1 et 22 — 0 donc 62;_1 — 1.
Y y—0 x—0 T x—0

. sin(y) C10) — sin(vz)
Par ailleurs, = o sin (0)=1et vz -y 0 donc NV I— L

Par produit et quotient, on en déduit que f(x) Ho 1 x % X ﬁ = %
T—r

Par conséquent, f est prolongeable par continuité sur R, en posant f(0) = %

Exercice 4 [Enoncé]
La fonction f est 1-périodique. On va donc étudier la continuité de f sur [0, 1] uniquement. Par composée, combinaison
linéaire et quotient, la fonction f est continue sur ]0, 1[. Etudions la continuité de f en 0.

Pour tout z €]0,1[, {z} = = d’olt f(z) = e+ — z 0= £(0).
90?0Jr
Pour tout z €] — 1,0[, {z} =z + 1 d'ot f(z) =e 1 —ZH — 71 — 1 =0 = f(0).

z—0~
Donc f est continue a droite et en gauche en 0, donc f est continue en 0.

On conclut alors que f est continue sur [0, 1] et par conséquent sur R.

Exercice 5 [Enoncé]

Soit A € R.

Analyse : Soit f € ¢ (R,R) telle que f(1+ 5) = f(z) + X pour tout = € R.
Soitz €eR, 1+ § =2 < x=2.

Pour x =2, on a f(2) = f(2) + A d’ou A = 0.

Par conséquent, si A # 0, il n’y a aucune fonction solution du probleme.
Traitons & présent le cas ou A = 0. On a, pour tout z € R et pour tout n € N,

1+ z i 1- nrt
f(l‘):f(1+;):f<1+ ;2):f<1+;+2)recuiencef<z2lk+2nx+1>:f< 1(2)1 +2f+1>

k=0
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Or2— 2 + 5%+ — 2. Par continuité de f, f(z) — f(2). Or f(z) — f(x).

—+o0 n—+oo n——+oo
Par unicité de la limite, f(x) = f(2) et donc f est constante.
Synthese : Si A = 0, les fonctions constantes sont solutions du probléme.
Conclusion : SiA#£0,S=0etsiA=0, S ={z+— ¢,c € R}.

Exercice 6 [Enoncé]

Soit f € €([0,1],R) telle que f(0) = f(1).

Posons g : z — f(z + 3) — f(x) La fonction g est définie et continue sur

3)

[0,
On a g(0) = f(3) — f(0) et g(3 ) IO ()%) = —g(0). Donc 9(0) et g(3) Sont de signe opposé.

D’apres le TVI, il existe ¢ € [O 1] tel que g(c) =0 ie. f(c+3) = f(c).
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