Chapitre 10 : Savoir-faire

Chapitre 10 : Suites numériques

% Utiliser des encadrements et/ou la monotonie d’une suite pour déterminer sa nature.

Exercice 1 [Solution]
* 1 =
Pour tout n € N*, notons S,, = " ZU@%TJ
k=1

Montrer que la suite (S,) converge et calculer sa limite.

Exercice 2 [Solution]
n
1
Pour tout n € N*, on pose S, = .
pose S, ; T
Montrons que la suite (S,,) converge.

% Montrer que deux suites sont adjacentes pour montrer qu’elles convergent.

Exercice 3 [Solution]
n
1
Pour tout n € N*, on pose u,, = Z w2 et v, =u, + -
k=1
Montrer que les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

% Utiliser des suites extraites pour montrer qu’une suite n’admet pas de limite. ‘

Exercice 4 [Solution]
1. Exprimer cos(n + 1) + cos(n — 1) et cos(2n) en fonction de cos(n) pour tout n € N.

2. En déduire que la suite (cos(n)),en diverge.

% Déterminer une borne sup/inférieure en utilisant la caractérisation séquentielle associée.

Exercice 5 [Solution]

Considérons A = {%ﬁ, n,m € N*}.

Déterminer, s’ils existent, le maximum, le minimum et les bornes supérieure et inférieure de A.

% Savoir déterminer une forme explicite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 1 ou 2.

Exercice 6 [Solution]
Déterminer des expressions explicites des suites (u,) définies par

1. up=0et VR €N, upy1 = 2u, + 1.
2. ug=1,u; =0et Vn € N, upyo = dupy1 — 4uy,.

B.upg=1,u; =2etVn €N, upyo = Upt1 — Up.

* Etre autonome pour déterminer la nature d’une suite définie par récurrence.

Exercice 7 [Solution]

1
Soit (uy,) une suite définie par ug = 1 et pour tout n € N, w41 =1+ —.
Uy,

Etudier le comportement asymptotique de la suite (uy,).

‘ % Déterminer la nature d’une suite définie implicitement. ‘

Exercice 8 [Solution]

1. Montrer que I’équation z + tan(z) = n d’inconnue x € }—g, 5 [ possede une unique solution x,, pour tout n € N.

2. Montrer que (z,,)nen converge et préciser sa limite.
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Chapitre 10 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]
Pour tout k£ € N,

Par conséquent, pour tout n € N*,

1 - 1
3 (K*r—1) < — ZU@QWJ < 3 E*r
k=1 k=1 k=1
ie.
n(n+1)2n+1) 1 n(n+1)(2n+1)
T—— <98, < s
6n3 n? 6n3
"_’_+)°C§ n—)+oc§
D’apres le théoréme d’encadrement, (S,,) converge et lim S, = T
n—-+oo 3
Exercice 2 [Enoncé]
Montrons que (Sy,) est croissante et majorée.
e Croissance
n+1 n n
1 1 1 1 1
VneN* S,41— 85, = — = _ .
" mHb e ;n-i-l—i—k‘ ;n—kk 2n+2+;(n+k+1 n+k>
o 1 1 11 1

Doi, par t6l St — S = Sl e Bl
Otl; par LeIeSCOPAES, Sn+1 m+2 mtl ntl 2+l 2mi2

On en déduit que la suite (S,,) est croissante.

e Majoration

1
Soit n € N*| S, est une somme de n termes dont le plus grand est le premier terme T
n
On en déduit que : 5, < ) et ainsi (S,,) est majorée par 1.
n
~——
<1

D’apres le théoréeme de la limite monotone, la suite (.S,,) converge.
Exercice 3 [Enoncé]

1 1
Pour tout n € N*, on pose u,, = = et v, =u, +—.

n

k=1
Montrons que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
e Vn e N* u — U, = —— > 0. Ainsi, la suite (u,) est croissante.

n+1 n (n I 1)2 ( n)
1 1 1 1 n+nn+1)—(n+1)> -1
e Vn e N* v —Up = U —_— = Uy — — = - — = = < 0.
nH T n+1+n+1 " n (n+1)2+n+1 n n(n+1)2 n(n+1)2
Ainsi (vy,) est décroissante.
eVne N v, —u,=— — 0.
n n—+oo

Les suites (uy,) et (v,) sont adjacentes par conséquent elles convergent vers la méme limite.

Exercice 4 [Enoncé]

1. Vn e N,
cos(n +1) +cos(n — 1) = 2cos(n)cos(1) et cos(2n) = 2cos?(n) — 1.

2. On va raisonner par I’absurde. Supposons que la suite (cos(n)),en converge. On note [ sa limite.
Les suites (cos(n+1))nen et (cos(n—1)),en convergent vers [. Par passage & la limite dans la question précédente,
on obtient

2] = 2l cos(1) donc I = 0.

La suite (cos(2n)),en converge vers [. Par passage a la limite dans la question précédente, on obtient
1 =21 —1ie 0=1. Absurde.

Conclusion : la suite (cos(n))nen diverge.
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Chapitre 10 : Savoir-faire

Exercice 5 [Enoncé]

Considérons A = {%ﬁ7 n,m & N* 5.

L’ensemble A est une partie non vide et minorée de R. En effet, 1 € A et Va € A, a > 0.
Donc A admet une borne inférieure.
14
VAR

\/I +n n—-+oo
—_——

€A
Or 0 ¢ A, donc A n’admet pas de minimum.

n—i—\ﬁ

De plus 0. D’apres la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, inf(A) = 0.

Par ailleurs, ——— —— +o00. Donc A n’admet pas de borne supérieure, ni de maximum.
Vn+1 notoo
——
€A

Exercice 6 [Enoncé]
1. C’est une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

Soitz €eR. z=22+12=-1

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
On pose : Vn € N, w, = u,, — (-1) = u,, + L.

VneN, wypyr =tps1+1=2u,+14+1=2(u, +1) =2w,
La suite (wy,) est donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme wg = ug + 1 = 1.
vn eN, w, =2"

(¢) Expression du terme général
De plus, Vn € N, u,, = w, — 1. Donc,

VneN, u, =2" -1

2. L’équation caractéristique associée & cette suite est r2 = 4r — 4 de discriminant A = 16 — 16 = 0. Cette équation

admet donc une racine double x = % = 2. On en déduit la forme du terme général de la suite (u,)

(A, B) e R*, Vn €N, u, = (A+nB) x 2"
Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

u=A=1 L A=
w =(A+B)x2=0 B=-1

L’unique suite définie dans 1’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u,, = (1 —n)2™.

3. L’équation caractéristique associée a cette suite est 2 = r — 1 de discriminant A =1 — 4 = —3. Cette équation
admet donc deux racines complexes conjuguées r; = 1%‘/5 —e etry = 1_;7‘/5 = e~ 5. On en déduit la forme
du terme général de la suite (u,) :

3(A,B) € R?, Vn €N, u, = Acos (ng) + Bsin (ng)

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

UO:A:]. o A=1
u=Ax 14 Bx¥B =2 B=13

Par conséquent : Vn € N, u,, = cos(n%) + V3sin(nf) = 2cos((n — 1)%).

Exercice 7 [Enoncé]

Notons f : z + 1+ 1 de sorte que up41 = f(uy,) pour tout n € N. L'intervalle [1, +o00[ est inclus dans le domaine de
définition de f, de plus il est stable par f. Donc la suite (u,,) est bien définie.

Plus précisément, [1,2] est un intervalle stable par f, donc Vn € N, 1 < u,, < 2.
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Chapitre 10 : Savoir-faire

La fonction f est décroissante sur [1,2] donc f o f est croissante sur [1,2]. On montrer facilement par récurrence que
(u2n) est croissante et que (ug,41) est décroissante. Ces deux suites sont bornées donc convergentes. Leurs limites
respectives sont dans [1;2] et sont solutions de ’équation x = f o f(x) (car f o f est continue) d’inconnues réelles x.
Or, pour tout = € [1,2],

1 1£+v5 1 5
t=fof(rt) & =14+ —— = 2=14+—— = 22 —3-1=0 < 2= f(z)x: + V5
1+1 rz+1 2 9
x

D’ou (ugn) et (ugn41) convergent vers 1+T\/g D’olt (u,) converge vers 1

1S

Exercice 8 [Enoncé]

1. Soit n € N. Considérons la fonction f,, définie sur }—%, 3 [ telle que f, : x — x + tan(z) — n. Cette fonction est
strictement croissante et continue. De plus, lim f(z) = —co et lim f(z) = 4o0.
r——3 T—

z
D’apres le corollaire du TVI, f,, s’annule une unique fois sur }fg, g[ i.e. il existe un unique z, € ]fg, g[ tel
que x,, + tan(z,) = n.

2. Soit n € N. On a f(zpy1) = Tpg1 +tan(zps1) —m=n+1—-—n=1> 0 = f(z,). Or f est strictement
croissante d’olt 41 > . On en déduit que (x,) est croissante. De plus, (x,,) est majorée, d’ou (z,,) converge
vers £ € ]—g, g} Par I'absurde, supposons que £ € ]—% 5 [ Alors,

Zn + tan(z,) = nn_>—+>00 +00

— l+tan(l)ER

n—+4oo

On arrive & une absurdité grace a 'unicité de la limite. Donc (z,,) converge vers Z.
2
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