Chapitre 1 : Savoir-faire

Chapitre 1 : Logique et raisonnement mathématique

‘ % Ecrire la négation d’une proposition afin de montrer qu’elle est fausse. ‘

Exercice 1 [Solution]
Démontrer que les propositions suivantes sont fausses.

(a) «VyeR, Iz eRy,Vr<y»
(b) «3z e Ry, Vy e R, /&
() «IyeR Ve eRy,\/x
)
)

/

NN

(d <<Vx,y€R*,x<yé%

(e

<
«Va,beR,Vee Ry, ac<bc=a<b»

‘ % Raisonner par contraposée.

Exercice 2 [Solution]
Soit a et b deux réels. Montrer que si a + b est irrationnel, alors a ou b sont irrationnels.
Que pensez-vous de la réciproque ?

‘ % Raisonner par ’absurde. ‘

Exercice 3 [Solution]
Démontrer que si vous rangez n + 1 paires de chaussettes dans n tiroirs distincts, alors il y a au moins un tiroir
contenant au moins 2 paires de chaussettes.

% Raisonner par analyse-synthése. ‘

Exercice 4 [Solution| Déterminer toutes les fonctions f : C — C vérifiant les trois propriétés suivantes :
o VzeR, f(2) =z
o Vzi,20 €Z, f(21+ 22) = f(21) + f(22).
o V21,20 €Z, f(2122) = f(21)f(22).

% Rédiger une récurrence simple, double ou forte. ‘

Exercice 5 [Solution]
Uy = 1

TLEN,U"_H:#(U()%-'--—I—UH)

On consideére la suite (uy,)nen définie par

Montrer que la suite (u,)nen est constante.

% Raisonner par double implication. ‘

Exercice 6 [Solution]
Démontrer que : Vn € N, 3|n® +1 & 3|n + 1.
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Chapitre 1 : Savoir-faire

Correction des exercices

Exercice 1 [Enoncé]

(a) Montrons la négation de « Vy € R,z € Ry ,+/z < y » i.e. montrons que « Jy € R,Vz € Ry, /x > y ».
Posons y = —1. Soit x € R;.. Onay <0 < /.

(b) Montrons la négation de « 3z € Ry ,Vy € R, /x < y » i.e. montrons que « Vz € R, Jy € R,/ > y ».
Soit € Ry. Posons y = —1. Ona y < 0 < /.

(c) Montrons la négation de « 3y € R,Vz € R,/ < y» i.e. montrons que « Vy € R,3x € Ry, /T >y ».
Soit y € R. Posons # = y? + 1. On a /z = /32 + 1 > |y| > v.

(d) Montrons la négation de « Vr,y € R*, z <y = i < 1% ie. montrons que « Iz,y € R*, z <y et % > 1y,

Posonsgc:—letyzl.Onabien:z:<yet%>l

=
(e) Montrons la négation de « Va,b € R,Ve € Ry, ac < be = a < b» i.e. montrons que
«3Ja,beR,Ic e Ry, ac<bcet a>b».
Posons a =2,b=1¢et ¢=0. On a bien ac < bc et a > b.

Exercice 2 [Enoncé]

Soit a et b deux réels. Raisonnons par contraposée. Supposons que a et b sont rationnels. Il existe p,,pp € Z et
da, @p € N* tels que a = Z—Z et b= ’;—i. Par conséquent, a + b = ]MZM s’écrit comme le quotient de deux entiers,
c’est donc un rationnel. On vient de montrer que si a + b est irrationnel, alors a ou b sont irrationnels.

La réciproque est fausse. En effet, pour a = v/2 et b = —v/2, a est irrationnel et a + b = 0 ne Pest pas.

Exercice 3 [Enoncé]

On fait un raisonnement par I’absurde. Supposons que tous les tiroirs contiennent au plus une paire de chaussettes.
Alors il y aura au plus 1 + 1+ --- + 1 = n paires de chaussettes, ce qui contredit qu’il y en a n + 1. Donc un tiroir
contient au moins deux paires de chaussettes.

Exercice 4 [Enoncé]
On raisonne par analyse-synthése.
Analyse : Soit f: C — C vérifiant les trois propriétés suivantes :

o VzeR, f(2) ==z

® Va1,25 €Z, f(z1 4 22) = f(21) + f(22).

® V21,20 € Z, f(2122) = f(21)f(22).
Pour tout a,b € R, f(a+ib) = f(a) + f(i)f(b) = a+ f(i)b.
De plus, f(i)2 = f(i%) = f(—1) = —1. Donc f(i) =i ou f(i) = —i.
Par conséquent, f:z+— zou f:z+—Z.

Syntheése : Les deux fonctions de la variable complexe f; : z — z et fy : z — Z vérifient bien les propriétés de ’énoncé.
Conclusion : Les fonctions f1 : z +— z et fo : z +— Z sont les seules qui vérifient le probléme posé.

Exercice 5 [Enoncé]
Pour tout n € N, notons P(n) : "u, = 1".
Démontrons par récurrence forte que, pour tout n € N, P(n) est vraie.

e Initialisation : ug = 1 donc P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Supposons que P(k) soit vraie pour tout k € {0,...,n}.

1 1
Unr = g (o o) = — s (144 1) =

n—+1 termes

Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Pour tout n € N, u,, = 1.

Exercice 6 [Enoncé]
Soit n € N. On raisonne par double implication.

Supposons que 3|n+1. Donc il existe k € N tel que n+1 = 3k. D’ott (n+1)3 = 27k3 i.e. n3+3n3 +3n+1 = 27k3.
Donc n® +1 = 3 (9k —n? — n). Par conséquent, 3|n3 + 1.
~————

€N
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Chapitre 1 : Savoir-faire

On raisonne par contraposée.
Supposons que 3 ne divise pas n + 1. Donc il existe k € Ntel quen+1=3k+1oun+1=3k+2.
Dans le premier cas, (n+1)3 = (3k+1)3 d’ott n® +1 = 3(9k3 + 9k% + 3k —n(n— 1)) + 1 n’est pas divisible par 3.
Dans le second cas, (n+1)3 = (3k +2)3 d’ou n3 + 1 = 3(9k3 + 18k + 12k — n(n — 1) + 2) + 2 n’est pas divisible
par 3.

Par double implication, 3|n® + 1 < 3|n + 1.
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