Devoir surveillé n°6 du samedi 27 avril 2024

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part impor-
tante dans 'appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés ou soulignés. Durée : 2h.

L’usage de la calculatrice est interdit

Probléme A : [12pts]

On considere la série de terme général u,, = oun € [2,4+o00] et a € R.

1. Rappeler, sans démonstration, la nature de cette série lorsque o = 0.
2. Montrer que, pour tout & € R_ et n € [3,400[, (Inn)~* > 1.
3. En déduire la nature de la série )" u,, lorsque a < 0.

4. Dans cette question, on suppose que a > 0.
1

(a) Montrer que la fonction f : ¢ — ;55 est continue et décroissante sur [2; 4-o0cl.

(b) A l'aide d'un changement de variable, calculer, pour n € [2, +00[, la valeur de l'intégrale

I, — [; F(t)dt

On pourra distinguer le cas ou a = 1.
En déduire que la suite (I,,) est bornée si et seulement si 1 < a.

n
Montrer que, pour tout n € [2,4+00[, Lnt1 < > up < I, + uo.
k=2

En déduire la nature de la série > u,, en fonction de «.

Probléme B : [12pts]

Considérons I'application définie sur .#5(R) par f : <(2 Z) — <4Cb+_; 43;__;C>.

1. Montrer que f est un endomorphisme de .#5(R).

2. Notons AB. = (FE11, E12, Fa1, Es») la base canonique de .#5(R) et A la matrice de f dans cette base.
Expliciter A puis calculer son déterminant. Que peut-on en déduire sur ’endomorphisme f ?

ooroem = (0 0) (0 0)- (1) (03))

(a) A Paide d'un déterminant, montrer que 4 est une base de .#(R).

(b) Déterminer P puis Pj°.

(c¢) Exprimer chaque élément de la famille f(%) comme une combinaison linéaire d’éléments de A.
En déduire Matg(f). On notera par la suite 7' cette matrice.

(d) Donner, sans justification, la relation qui lie A et T'.

(¢)

Calculer le déterminant et la trace de la matrice 17" puis commenter.
(f) Exprimer T' comme la somme d’une matrice diagonale et d’une matrice élémentaire de .#Z,(R).
En déduire T™ pour tout n € N.
4. Soit n € N. Exprimer Mat g, (™).
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Probléme C :

Si i et j sont deux entiers naturels, on note S;; (respectivement S ;) I'ensemble des familles

u= (uk)ke[[o,i]

a valeurs dans N telles que ug + uy + - -+ + u; = j (respectivement ug + uy + -+ - + u; < j).

1. Question préliminaire : Démontrer 1’égalité suivante, pour tous entiers naturels n et p :

§:G+%>_<p+n+l>

k=0 \ P p+l )
2. Vérifier que S; ; et S} ; sont des ensembles finis.

Dans la suite, on note s;; et s; ; les cardinaux respectifs de S;; et S; ;.
3. Calculer s;5 et 87 ,.

4. Calculer s;; et s; ; lorsque i = 0 ou j = 0.

5. Montrer que I'application
pij o Sy — Si
u o ufp
est bien définie et qu’elle est bijective.

6. Montrer que s; ;. = s; 41 + s;; et en déduire que i, ;1 = 8} ;11 + Sii -
J
7. Démontrer que s}, ; = > ;.
k=0
i+j+1
i+1 )
9. En déduire la valeur de s; ;.

/ p—
8. Prouver que s; ; = <

[12pts]
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