Devoir surveillé n°4 du samedi 20 janvier 2024

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part impor-
tante dans 'appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés ou soulignés. Durée : 2h.

L’usage de la calculatrice est interdit

Probléme :

1. Considérons

2. On définit la suite (u,,)

1

T
o 1+ 2+ 22
Justifier que f est de classe € sur R.

Déterminer les variations de f et de f’ sur R.
Pour votre information, les seuls réels utilisés dans le tableau de variations de f" sont —1, 0 et 1.

Montrer que pour tout z € R, f(z) = z si et seulement si B +a+r—1=0.
En déduire que f possede un unique point fixe, noté «, et que o € [%, 1].
Déterminer le développement limité de f en 0 a l'ordre 3.

Que peut-on en déduire sur la courbe représentative de f au voisinage de 07
Tracer la courbe représentative de f a l'aide de ces renseignements.

nen Par :

1

u=1 e VneN u,1=—"-"—---—
0 T w2

Justifier que, pour tout n € N : é <u, <1.

Montrer qu’il existe une constante C' €]0, 1] telle que : Vx € [%, 1} Jf ()] < C.

En déduire : Vn € N, |u,, — o] < C™. Conclusion ?

Déterminer un entier naturel n explicite tel que u, soit une valeur approchée de av & 1072 pres.
Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que :
P,(x)

VeeR, [fM(z)=
T f ([E) (1+w+$2)n+l

De plus, pour tout n € N, P, est de degré n, de coefficient dominant (—1)"(n + 1)! et vérifie
Pr = (14X +X?) P, = (n+1)2X +1)P,

En remarquant que, pour tout z € R, (1 + z + 2?) f(z) = 1 et en utilisant la formule de Leibniz,
établir que, pour tout n € 2, +oof :

Po+n(2X + 1Py +n(n—1) (1+ X + X?) P,y =0

) En déduire, pour tout n € N* : P! = —(n+ 1)nP,_;.

Montrer que, pour tout n € N*, les polynémes P, et P, ; n’ont aucune racine réelle commune.

) En déduire que, pour tout n € N, P, n’admet pas de racine réelle multiple.
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On désire améliorer ce résultat en prouvant que, pour tout n € N, P, possede exactement n racines réelles
deux a deux distinctes. Nous devons établir au préalable une généralisation du théoreme de Rolle.

4. Soit a, un réel fixé et g, une fonction définie, continue sur [a, +o00[ et dérivable sur Ja, +oo[ vérifiant

gla)=0 et lim g(z) =0.

r—r—+00

(a) On définit la fonction ¢ sur le segment [Arctan(a), g} par :

© (g) =0 et Vxe [Arctan(a), %{,gﬁ(l’) = g(tanz).

Prouver qu’il existe d €]Arctan(a), 5[ tel que ¢'(d) = 0.
(b) En déduire l'existence de ¢ €la, +o00| tel que ¢'(c) = 0.
5. (a) Vérifier que Py admet aucune racine, que P; a une seule racine qui est réelle, et que P, possede
exactement deux racines, qui sont réelles et distinctes.
(b) Soit n € [2,4o0[ : on suppose que P, posséde n racines réelles distinctes, notées et classées
comme : o < g < -+ < Q.
i. Montrer que la fonction f"*! s’annule au moins (n — 1) fois sur I'intervalle Jay, as,|.

ii. Montrer que la fonction f"*!) s’annule au moins une fois sur I'intervalle ]a,, +00[.
De méme, prouver que f"*+ s’annule au moins une fois sur U'intervalle | — 00, aq].

iii. En déduire que le polyndéme P, ; posséde exactement (n + 1) racines réelles distinctes.

(c) Conclure.
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