Devoir maison n°12 pour le mardi 2 avril 2024

La copie doit étre convenablement présentée et rédigée.
Les réponses doivent étre justifiées.
Chaque question doit étre traitée avec un souci de rigueur et de clarté.
Les résultats essentiels seront encadrés.

Formule de Stirling

Le but de ce probleme est de démontrer la formule de Stirling, du nom du mathématicien écossais James

Stirling,
nl ~ V2mnn"e ™"

n—-+oo

Partie A : Equivalent de n!

Pour n € N*, on pose u,, = In (

e ﬁ) |

n!

1 1
1. Démontrer que pour tout n € N*, u,qy —u,, = —1+ (n + 2) In (1 + )
n

1

2. En déduire que u —u ~ .
q n+1 n 00 12n2

3. Montrer que la série Y (u,11 — u,) converge, en déduire la nature de la suite (u,).

4. Démontrer qu’il existe une constante K € R’ , nommée constante de Stirling, tel que

nl ~ Kn"e "n.

n—-4o00

Partie B : Intégrale de Wallis

On définit la suite des intégrales de Wallis (W),),en par W, = / : sin”(z) dz.
0

5. Une relation de récurrence.
(a) Calculer Wy et Wj.

(b) Justifier que (W,,) est une suite de réels strictement positifs.

(¢) Montrer que, pour tout n € N*, W, .1 = nW, 1 —nW, 1 i.e. W, = ?Wn_l.
n

6. Equivalent.
(a) On définit la suite (up)pen+ par u, = nW,_1W,.
T
Montrer que (u,) est une suite constante et en déduire que : Vn € N*, W, _ W, = o
n
(b) Montrer que pour tout n € N*, W, .1 < W,, < W,,_;. En déduire que W, ~ Wh_1.
n—-—+0oo
(c) Montrer alors que W), ety o
7. Expression explicite des termes pairs et calcul de la constante de Stirling.
(a) Montrer que pour tout n € N*, Wy, = %WO.
T

n;\;oo K+/2n

(¢) Conclure en donnant la valeur exacte de K.

(b) En déduire que Wy, ou K est la constante de Stirling.
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