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Le concept de comparaison asymptotique est utilisé en physique et en informa-
tique, par exemple pour décrire la complexité de certains algorithmes. En effet,
la comparaison asymptotique est intéressante en l'infini, car on s’intéresse au
comportement d’un algorithme sur des données arbitrairement grandes.

Bien avant 'avéenement de l'informatique, les mathématiciens s’intéressaient
a la vitesse de convergence des suites. Par exemple, dans son ceuvre intitulée
Methodus Differentialis, Stirling donne une approximation asymptotique de
nl. Cette approximation est aujourd’hui connue sous le nom de formule de
Stirling. A dire vrai, cette formule n’est pas due & Stirling, car elle est apparue
quelques mois auparavant dans des travaux de De Moivre, mais il I’a précisé en
obtenant un développement asymptotique plus précis, et a beaucoup fait pour
sa popularisation.

Diverses notations pour les relations de comparaison ont récemment été James Stirling
développées, en particulier par Bachmann (1894), Landau (1909), Hardy (1692-1770)
(1910), Hardy et Littlewood (1914 et 1916), et Vinogradov (1930).




Chapitre 15 : Relations de comparaison

H. BRINGUIER

1 Relations de comparaison sur les suites

1.1 Domination

,—[Déﬁnition 1.1 (relation de domination sur les suites)}

Soient (uy) et (v,) deux suites numériques.
On suppose que (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.

n—-+oo

u
suite (n) est bornée.

Un

\.

On dit que (u,) est dominée par (v,), ce que 'on note < u,, = O(v,) » ou < u, = O(v,) >, si la

Reformulation avec des quantificateurs :

un =0(v,) < 3IMeR,,IN € N,Vn = N, |u,| < M|v,|

Dans cette derniere écriture, on peut s’affranchir de I’hypotheése sur la suite (v,), ce qui permet d’étendre
la définition pour des suites quelconques. Les propriétés seront énoncées sans cette hypothése, néanmoins les

démonstrations seront réalisées sous celle-ci.

Remarques :
o u, = O(1) signifie que (uy,,) est bornée.
e La suite nulle est dominée par n’importe quelle suite.

Exemple 1.2 : Soit P € K4[X] ou d € N. Alors P(n) = O(n?).

,—[Proposition 1.3 (domination et limite)}

Soient deux suites numériques (u,) et (vy).
On suppose que u, = O(v,).

1. Si v, — 0, alors u,, — 0.

2. Si |uy| = 400, alors |v,| — +o0.

\.

,—[Proposition 1.4 (transitivité de la relation O)}

Soient trois suites numériques (u,), (vy,) et (wy,).
Si u, = O(vy) et v, = O(wy,), alors u,, = O(wy,).

\.

,—[Proposition 1.5 (compatibilité de la relation O avec les opérations)}

Soient des suites numériques (uy ), (vn), (W) et (zy).
1. Si u, = O(wy,) et v, = O(w,), alors pour tous A et pu € C, Au, + pv, = O(wy,).
2. Si u, = O(vy), alors uy,w, = O(vywy).

(
3. Siu, = O(vy) et wy, = O(zy,), alors upw, = O(vyzy,).
(

1

4. Siu, = O(vy,) et (uy) et (v,) ne s’annulent pas & partir d’un certain rang, alors — = O

n

(&)
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1.2 Négligeabilité

,—[Déﬁnition 1.6 (relation de négligeabilité sur les suites)} N\

Soient (uy) et (v,) deux suites numériques.
On suppose que (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.

On dit que (u,) est négligeable devant (v,,), ce que 'on note < u,, = o(vy) >, ou < u, = o(vy,) >,
n—-—+oo

. . Up
ou bien encore « Uy <K Up, >, 8 — —> 0.
Un n—-+oo

\. J

Reformulation avec des quantificateurs :
U, =0(vy,) & Ve>0,IN e N,Vn = N, |u,| < e|vy]

On peut ainsi s’affranchir de ’hypothese sur la suite (vy,) et donc étendre la définition pour des suites quelconques.
Les propriétés seront énoncées sans cette hypothese, néanmoins les démonstrations seront réalisées sous celle-ci.

Remarques :
e u, = o(1) signifie que u, — 0.
e La suite nulle est négligeable devant n’importe quelle suite.

Exemple 1.7 : Soient a et 3 € R. Si a < 3, alors n® = o(n?). Soient ¢ et » € C. Si |q| < |r|, alors ¢" = o(r").

Proposition 1.8 (o implique O)}

Soient deux suites numériques (u,) et (vy).
Si uy, = o(vy), alors u, = O(vy,).

Remarque : En particulier :
e Siwu, =o(v,) et v, — 0, alors u, — 0.
e Siu, =o(vy,) et |uy| = +oo, alors |v,| = +oo.

Proposition 1.9 (transitivité de la relation o)}

Soient trois suites numériques (uy,), (v,) et (wy,).
Si uy, = o(vy) et vy, = o(wy,), alors u, = o(wy,).

Remarque : Plus généralement, on a les implications suivantes.
o Siuy, =o(vy) et v, = O(wy), alors u, = o(wy,).
e Siu, = O(vy,) et v, = o(w,), alors u,, = o(wy).

Remarque : La notation o(v,,) désigne en pratique une suite qui est un o(v, ), la relation « = o(v,,) > n’est donc
pas une égalité. Il faut notamment faire attention lorsque 1'on enchaine les calculs. Par exemple, si u,, = o(n?)
alors u,, = o(n%); cependant, si u,, = o(n*) alors on ne sait pas si u,, = o(n?). Ainsi, lorsqu’on dit ”étre un petit o
de”, le verbe < étre » décrit une propriété (étre de telle forme) et non une égalité (étre identique a). On retiendra
que les < égalités > mettant en jeu des petits o ou des grands O sont polarisées.

,—[Proposition 1.10 (compatibilité de la relation o avec les opérations)] N

Soient des suites numériques (uy), (vn), (wn) et (zy).
1. Si uy, = o(wy,) et v, = o(wy,), alors pour tous A et u € C, Au,, + pv, = o(wy,).
2. Siu, =
3. Siu, =

1 1
4. Si up, = o(vy) et (up) et (vy) ne s’annulent pas a partir d’'un certain rang, alors — = o ()

n Unp

\. J
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Traduction des résultats sur les croissances comparées : Soient o, o/, 3,',v et v/ € R7.
e "< n P < (n) <1< n%n) < nf <e™

1.3 Equivalence

,—[Déﬁnition 1.11 (relation d’équivalence sur les suites)] |

Soient (uy) et (v,) deux suites numériques.
On suppose que (v,) ne s’annule pas & partir d’un certain rang.

. , . N .U
On dit que (u,,) est équivalente & (v,,), ce que 'on note <« u,, ~ U, >0U < Uy ~ Up >, 81 — —> 1.
b )
n—-+oo Un n—-+oo

Reformulation :
Uy ~ Un & Ve > 0,3N € N,Vn > N, Ju, — v,| < €lvy]

Autrement dit : [u, ~v, & up — v, =o(vy) ‘ (ce qu’on écrit aussi u, = v, + 0o(vy,) ).

On peut ainsi s’affranchir de I’hypothese sur la suite (v,,) et donc étendre la définition pour des suites quelconques.
Les propriétés seront énoncées sans cette hypothese, néanmoins les démonstrations seront réalisées sous celle-ci.
Remarques :

1. Soit ¢ € C*. u,, ~ £ signifie que u,, — £.

2. Une suite n’est jamais équivalente a 0, sauf si elle est nulle & partir d’un certain rang.

“+oo
Exemple 1.12 : Pour P = Z arX* € CIX)\{0}, on a P(n) ~ adeg(P)nng(P).
k=0
,—[Proposition 1.13 (réflexivité, symétrie et transitivité de l’équivalence)] N\

Soient trois suites numériques (uy,), (v,) et (wy).
On a les propriétés suivantes :

o Réflexivité : u, ~ uy,.
e Symétrie : Si u,, ~ v, alors v, ~ Uy.
e Transitivité : Si u,, ~ v, et v, ~ wy,, alors u, ~ wy.

Autrement dit, la relation ~ est une relation d’équivalence sur K.

\. J

,—[Proposition 1.14 (obtention d’un équivalent par encadrement)] N\

Soient trois suites réelles (uy,), (v,) et (wy,) telles que w, < v, < w, & partir d’un certain rang.
Si u, ~ w, alors v,, ~ u,.

\. J

,—[Proposition 1.15 (propriétés conservées par équivalence)] N\

Soient (uy) et (vy,) deux suites numériques.
On suppose que Uy, ~ vy,

1. Si (uy) et (v,) sont des suites réelles, u,, et v, ont le méme signe & partir d’un certain rang.

2. Sil'une des deux suites possede une limite, alors 'autre également et les deux limites sont égales.
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,—[Proposition 1.16 (~ implique O)J N\

Soient (uy) et (v,) deux suites numériques.
Si uy, ~ vy, alors u, = O(vy,).

\.

,—[Proposition 1.17 (opérations sur les équivalents)} \

Soient (uy), (v,), (ul,) et (v),) des suites numériques.

1. Si uy ~ vy et ul, ~ o), alors uyul, ~ vl

. Up Un c g 2@
2. Si U, ~ vy et uy, ~ vy, alors — ~ —  (lorsque ces suites sont bien définies).
u
n n

3. Siwu, ~v, et @ €R, alors u,® ~v,* (lorsque ces suites sont bien définies).

\. J

Attention :
e En général, on ne peut pas sommer des équivalents : u,, ~ vy, et u,, ~ vl # up + ul, ~ vy, + V.
En effet, n ~n et —n+ 1~ —n mais 1 £ 0.
e En général, on ne peut pas composer par une fonction : u, ~ v, 7 f(un) ~ f(vy).
En effet, n2 4+ n ~ n? mais e " £ e
e En général, on peut uniquement élever a la puissance si celle-ci ne dépend pas de n : uy, ~ v, 7 U™ ~ vom.
En effet, (1 + ) ~ 1 mais (1+1)" £ 1.

n

+o00 too
P e
Exemple 1.18 : Pour P = Z arX"® € C[X]\{0}et Q = Zkak € C[X]\{0},ona (v) ~ 2deg(P) | deg(P)—deg(Q)
k=0 k=0 Q(n) bdeg(Q)

.. [ 6 7
Exemple 1.19 : Déterminer un équivalent simple de la suite définie par Vn € N*| u,, = (—=3n + 1) %
n

Théoréme 1.20 (formule de Stirling, admis et hors programme)}

n n
n!l ~ n"e "V2rn = (—) 2mn
e

2 Relations de comparaison sur les fonctions

Dans cette partie, on considere f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I non trivial et a valeurs dans R
ou C, et a € R un point adhérent a I.

,—[Déﬁnition 2.1 (relations O, o et ~ pour les fonctions)} N\

On suppose que la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a.

1. f(x) = O(g(z)) si la fonction g est bornée au voisinage de a.

; 1(2) — 0.

m:a g(gj) z—a
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Reformulation avec des quantificateurs (pour a € R) :

L f(z) = O(gx) & 3IMeR,3n>0,eelna—mnatn|f()|< M)
2 f(z) = olglx) & V¥e>0.3n>0,Yeelnla—matn)|f@)]<clo)
3. () ~ glx) & Ve>0,3n>0,eelna—natnllf) - o) <o)

g(x) +o(g(x))

Dans ces écritures, on peut s’affranchir de 'hypothese sur la fonction g, ce qui permet d’étendre la définition pour
des fonctions quelconques. Les propriétés seront énoncées sans cette hypothese, néanmoins les démonstrations
seront réalisées sous celle-ci.

Par conséquent : | f(z) ~ g(z) & f(x)

r—

T—ra

Exemple 2.2 : Soit ¢ :  + 22 + x + In(x). Déterminer des équivalents simples en 0 et en +oo de .

Exemples 2.3 : Soient deux réels « et g, avec aw < 3. Alors :

« _ B B _ a
t T—r+00 O(JI ) * z—0 O(J? )

Tous les résultats vus pour les relations de comparaison sur les suites s’adaptent dans le cadre des
fonctions.

,—[Théoréme 2.4 (croissances comparées des fonctions logarithme, puissances et exponentielle)]—

Soient a, 3 et v € RY.

\. J

,—[Proposition 2.5 (obtention d’un équivalent par encadrement)} |

On suppose que f, g et h sont & valeurs réelles, que f < g < h au voisinage de a et que f(z) ~ h(z).
r—a
Alors g(z) ~ f(x).
T—ra

\. J

,—[Proposition 2.6 (propriétés conservées par équivalence)] N\

On suppose que f(xz) ~ g(x).
Tr—ra
1. Si f et g sont a valeurs réelles, f et g ont le méme signe au voisinage de a.

2. Si I'une des deux fonctions possede une limite en a, alors 'autre également et les deux limites
sont égales.

\. J

,—[Théoréme 2.7 (utilisation d’une dérivée pour déterminer un équivalent Simple)] N\

Soit f une fonction dérivable en a avec f'(a) # 0.

Alors : f(z) ~ f(a) ~ f'(a)x—a) ic. f(z) = f(a)+ f'(a)(z —a)+ oz — a).
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Equivalents usuels en 0 (4 connaitre) :

1. sin(x) oot 5. sh(z) T
2. 1—cos(xz) ~ ””—22 6. n(l+z) ~ x
z—0 T
3. tan(z) ~ «x 7.e5—1 ~ x
z—0 z—0
. ~ (1 - ~
4. Arctan(z) oot 8 (1+xz)*—-1 2, 0T (pour tout a € R)

Remarque : On peut réécrire ses équivalents usuels sous forme de développement limité :

1. sin(z) = z+o(x) 5. sh(z) = z+o(x)
z—0 z—0
132 —
2. cos(z) o 1— 2% +o(z?) 6. In(1+x) ot o(x)
. = 7.e" =1

3. tan(z) ST o(z) e’ = 1+z+ o(x)
4. Arctan(z) =t o(x) 8. (1+ax)” = 1+ ax+o(z) (pour tout a € R)

T—r r—

,—[Proposition 2.8 (substitution dans les équivalents)

N

1. Substitution par une fonction :

= fou(r) ~ gou(xr)
f) y:bg(y) e

U, n_>—+>oo b
— f(un) n—;\-i’-oo g(““)
f(y) ot 9(y)

\.

Les résultats de substitutions sont valables aussi pour des O et o au lieu de ~.

Exemple 2.9 : Déterminer un équivalent simple en 0 de f : x — +/In(1 + 22) puis déterminer un équivalent

1
simple en +oco de ¢ : x — V3 + 1sin ()
x

. /ixT
Exemple 2.10 : Déterminer, si elle existe, la limite de la suite (u,,) définie par u,, = n®sin (ln%lj”) oun € N*,
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