Devoir surveillé n°7 du samedi 5 avril 2025

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part impor-
tante dans 'appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés ou soulignés. Le sujet est composé
de 3 problémes indépendants. Durée : 2h.

L’usage de la calculatrice est interdit‘

Probléme I : somme d’une série alternée

Pour n € N, on pose :

Uy = g dr et v:i
"o 1422 "ol
1. (a) Calculer uy.
(b) Montrer que, pour tout n € N,on a: 0 < u, < 2n1+1.
2. (a) Montrer que, pour tout n € N, on a : u, + U,y = ﬁ
(b) En déduire que, pour tout n € N,

L s
Z Uk = 4 + (_1)nun+1~
k=0

(c) Montrer que la série de terme général v,, converge et calculer sa somme.
(d) La série de terme général v, est-elle absolument convergente ?

Probléme II : cas particulier d’une interpolation d’Hermite

Soit a € R. On considere 'application suivante :

o R3[X] — R
P — (P(0), P'(0), P(a), P'(a))

1. Montrer que ¢ est une application linéaire.

2. Déterminer la matrice de ¢ dans les bases Z et € ou A et € désignent les bases canoniques
respectives de R3[X] et de R*. On notera M = Maty ¢ (p) cette matrice.

3. Déterminer le déterminant de la matrice M.

4. En déduire les valeurs de a pour lesquelles ¢ est un isomorphisme.

5. Notons .# la famille de R3[X] suivante :

F = (2X + a)(X — )}, aX(X —a)?, (3a —2X) X% a(X — a)X?)

(a) Expliciter la matrice de .# dans la base Z. On notera P cette matrice.
(b) Calculer le déterminant de la famille .# dans la base .

(c) En déduire les valeurs de v pour lesquelles la famille .# est une base de R3[X].
On se place dans ces cas de sorte que .# soit une base de R3[X] jusqu’a la fin du probleme.

) Calculer la matrice de ¢ dans les bases .# et €. On notera Mgz = Matz «(p) cette matrice.

) Sans calculs, exprimer Mg en fonction de M et P puis vérifier cette relation par le calcul.
(f) En déduire une expression explicite de la bijection réciproque de ¢.

) Application : déterminer, a l'aide de la question précédente, I'unique polyndéme P de R3[X]
vérifiant P(0) = P'(0) =1 et P(1) = P'(1) = 0.
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Probléme I1I1 : séries de Bertrand

1
Soit a, B € R. O idere la série de Bertrand _—
oit a, 3 n considére la série de Bertran %:2 e ()P

On se propose d’étudier la nature de cette série en fonction des parametres a et .

1 1
1. Pour a > 1, montrer que =o0 <M> Conclure quand a la nature de la série dans ce cas.
n*(lnn)? ns
1 1 . -
2. Pour a < 1, montrer que — = 0 | —=——= |. Conclure quand a la nature de la série dans ce cas.
nz n*(lnn)?

3. On suppose a présent que o = 1.
(a) A T'aide d’une comparaison série-intégrale, prouver que la série est divergente lorsque 8 = 1.
(b) En déduire la nature de la série pour g < 1.
(c) A l'aide d’une nouvelle comparaison série-intégrale, prouver que la série est convergente si > 1.
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