Devoir surveillé n°4 du samedi 14 décembre 2024

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part impor-
tante dans 'appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés ou soulignés. Durée : 2h.

L’usage de la calculatrice est interdit

Exercice 1 : suites définies par un systéme de récurrences

On considere les suites réelles (2,)nen €t (Yn)nen définies par leurs premiers termes zg = 1, yo = 2 et les
relations de récurrence :

Yn+1 = 2yn_$n

Nous allons voir trois méthodes différentes pour résoudre ces relations de récurrences conjointes.

1. Premiere méthode.
(a) Trouver une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 pour la suite (x,)nen.
(b) En déduire I'expression de x,, puis de y, en fonction de n € N.
2. Deuzieme méthode.
(a) Déterminer un réel a tel que la suite (z,),en définie par z, = x, + ay, soit constante.
(b) Déterminer un réel b # a tel que la suite (¢,),en définie par ¢, = z,, + by, soit géométrique.
(¢) En déduire les expressions de x,, et y, en fonction de n € N.

3. Troisiéme méthode.

(a) Déterminer une matrice A € .#(R) telle que pour tout n € N, (g"“) =A <$”>

b) Démontrer que, pour tout n € N, ) = An 1 .
( Y 5

1). Calculer J" pour tout n € N*. Que vaut J°?

)
rouver des reels A et p tels que A = Als + pd.
T d cels A\ | A=)\ J
e alculer, pour tout n € N a l'aide de la formule du binome de Newton.
Calcul N, A™ 4 l'aide de la f le du bind de N
)

Exercice 2 : irrationalité du nombre d’Euler

Le but de cet exercice est de démontrer que le nombre e = exp(1) est irrationnel.

On considere les suites (a,)nen, (bn)nen €t (I,)nen définies par :
L | 1 L({1-="
an:Z— bn:an"i_*' [n:/()etdt
n! 0

1. Etudier la stricte monotonie des suites (an)nen €t (bn)nepz,4o0[-

2. Démontrer que les deux suites (a,)nen et (by)nen convergent vers une méme limite. On ne demande
pas pour l'instant de calculer cette limite.
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3. Déterminer une constante K € R telle que : Vn € N, I, < —
n!
4. En déduire la limite de I, lorsque n tend vers +oo.
5. Calculer I et I.
1
6. Démontrer que pour tout n € N, I,y = I,, — m

7. En déduire que : Vn € N, a,, + I, = €.

8. Calculer lim a, et lim b,.
n—-+00 n—-+0o00

9. Justifier que pour tout n € N, a,, < e < b,.
10. Supposons que e soit un nombre rationnel, que I'on écrit sous la forme 2—9, avec p et ¢ dans N*.
q
(a) Justifier que le nombre ¢! a, est un entier.

(b) Montrer que ¢la, < (¢ —1)lp < ¢'a, + 1.
(¢) Conclure.

Exercice 3 : une équation fonctionnelle

Déterminer ’ensemble des fonctions continues f : R — R telles que Vo € R, f(z) = f(Arctan(z)).
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